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ГЛАВА I. ОБЩАЯ ТОПОЛОГИЯ 


§ I. Введение 

Со школы мы привыкли к тому, что математика и в частности гео¬ 
метрия строится на аксиоматической основе: в основу кладутся неопре¬ 
деляемые объекты, отношения и аксиомы, которым они удовлетворяют, и 
затем чисто логическим путем получается вся теория.Так было у нас о « 
евклидовой геометрией ( (£[), с.56),с аффинной ( /Гі/,с.5); с проек¬ 
тивной ( [II] , с. 6). Но откуда берутся различные аксиоматики? 

Одним из основных источников получения различных теорий, а зна¬ 
чит и различных аксиоматик, является действительность. А в действи¬ 
тельности мы имеем, грубо говоря, лишь трехмерное евклидово простран¬ 
ство Е 3 (или двумерную евклидову плоскость £* ) со своей аксиомати¬ 
кой ( [ІЙ , с. 17) и тем, что есть в этом пространстве - объектами и 
отношениями, построенными над этой аксиоматикой. 

Тем самым аксиоматика Т многих математических теорий являет¬ 
ся абстракцией чего-то в , т.е. на современном языке это что-то 
в fj является моделью 3 £ (Ь аксиоматики Т . Практически многие класг 
сические геометрии и попутались как теории моделей в . (В старца? 
времена никаких других пространств и не мыслили). Например, проектив¬ 
ная геометрия Р г возникла как геометрия расширенного пространства.^* 

( ,с.22), изучающая лишь его свойства принадлежности и разделя¬ 

емое ти. Аффинная геометрия - это теория евклидова пространства, 
изучающая его свойства принадлежности и параллельности.* 

Тем самым во многих случаях, дтобы поду 2 ить_новію_геомѳтргас_и_ 

S ее_аасиоиати 2 у х BHSP2. £H 4 aaSJb_B_Cj „некоторое, обьѳкзті_и_отнош£ния 
а Ea^cjjoipfiTj jjBattjjraaj. £р! 0 £Ч 4 и_оаи_оілац§ю£. Но как эти объекты и 
отношения получить в £ л - по какому принципу их-, выделить? 

Ф. Клейн предложил в качестве них брать такие конструкции объек¬ 
тов и отношений трехмерного евклидова пространства , которые вы¬ 
держивают преобразования некоторой группы* преобразований (сохраня¬ 
ющиеся при преобразованиях этой груши)*.. Тогда соответствующая гео¬ 
метрия будет теорией инвариантов, сохраняющихся при этих преобразо¬ 
ваниях. (Аксиоматическая теория противоположна: берутся объекты и от¬ 
ношения, удовлетворяющие аксиомам, обладающие свойствами, выска¬ 
занными в этих аксиомах, и в качестве? соответствующих преобразований 
берутся те, которые их сохраняй) 1 '.. Например, возникшие из практиче¬ 
ских соображений ( (І0) г с.10) проективные преобразования расширенной 
плоскости £* сохраняет прямолинейность (прямые переходят в прямые) 


и разделяемость двух пар точек одной прямой. Они и порождают неопре-» 
делаемые отношения аксиоматики проективной плоскости, а свойства, ко¬ 
торым они удовлетворяют, дают соответствующие аксиомы (|9] с. 19,21,26). 
Аналогично, группа движений D порождает евклидову геометрию, группа 
подобных преобразований - элементарную геометрию, группа аффинных 
преобразований - аффинную геометрию, группа конформных преобразований 
- конформную геометрию. 

Тем самым, отыскание моделей различных геометрий в Е 3 сводится 
часто к отысканию различных групп преобразований в . Если иметь 
ввиду так называемые группы Ли: группы непрерывных преобразований, со¬ 
вокупность которых также непрерывно зависит or некоторых параметров, 
т.е. которые, грубо говоря, относительно декартовых координат на 
можно задать уравнениями (*Ъ , і (j) 

где f* являются гладкими функциями х-’, а* , то на плоскости £, их 
очень немного, и они все перечислены ( [I5j,c.6), Более того, между 
группами преобразований G, и (я, одною множества t. (или' £^) может 


существом» подчиненность G с Gi a 

группа іл, может быть подгруппой <3і г . Тогда геометрия Г, охваты¬ 
вает геометрию Q ^} Г л ^ 

ибо всякое свойство, которое сохраняется при всех преобразованиях 
группы G, подавно сохраняется при преобразованиях ее подгруппы Q t 
(аксиоматика Г 2 является подаксиоматакой С, ( [іі] , с. 20). Так 
группы движений D ,.подобных преобразований П , аршинных преобра¬ 
зований А , проективных преобразований Р связаны пбдчиненностью 

2>сЛсАсР. (4) 

и значит, соответствующие Д’еоматрии охватывают одна другую 


(5) 

Чем шире группа преобразований Q . содержащая подгруппой группу 
движений D , тем меньше свойств евклидовой плоскости сохраняется 
при N ее преобразованиях, но те, которые при них сохраняются, являются 
более глубокими свойствами евклидовой геометрии, более крепко с ней 
связанными. На этом пути естественно искать группу преобразований бо¬ 
лее широкую чем группа проективных преобразований, и значит, геомет¬ 
рию более узкую чем проективная геометрия. Более общими преобразова¬ 
ниями на Е х ( и в £> ) являются взаимно однозначные и взаимно не- 
Ярерывные преобразования^. Сужение такого преобразования на' любое 
множество X в £ 3 дает его взаимно однозначное и взаимно непрерывное 
отображение на_другое множество Х' , в частности S t на £/ 

(6) 


(:£г£ *' 


4 . 



Отказавшись от требования, чтобы отображение было сужением 
преобразования всего пространства , Мы придем к понятию гомеомор¬ 
физма и предмету топологии множества X в . 

Определение . Гомеоморфизмом в £ і называется взаимно однознач¬ 
ное и взаимно непрерывное отображеіше подмножества X на подмножест¬ 
во X' , Множества X и X при этом называются гбмеоморфными. 

Совокупность объектов, отношений и свойств> сохраняющихся при го- • 
меоморфизмах, образуют, как раньше говорили, топологию множества X , 
теперь же мы скажем модель топологии на X в Е 3 . 

Например, топологию поверхности V ( [13],с.5Э) в евклидовом 
пространстве составляет то, что сохраняется при л;хЗых гомеомор¬ 
физмах (и может не сохраняться при негомеоморфзмах), т,е. то, что 
одинаковое у гомеоморфных поверхностей ( и может быть различным у не- 
гомеоморфных). Если поверхность в выполнить из эластичной пленки, 
то гомеоморфизм в £ а наглядно можно представить в виде деформации 
(растяжения) без разрывов (нарушения непрерывности) и складок (нару¬ 
шения однозначности). Поэтому топологию иногда называют резиновой 
геометрией. Рассмотрим примеры гомеоморфных и негомеоморфных фигур. 


§ 2. Гомеоморфные_и_негомеоморф)ные фигуі>ы_ 

1. Окружность гомеоморфа краю квадрата, треугольника. 

Я7\\ Действительно, опишем около них окруж- 
( \ ( / ность. Тогда гомеоморфизм между ними 

I У у осуществляет проекция из центра окруж- 

ѵ - s ' ч '- / ности. * 

2. Евклидова прямая гомеоморфа окружности с выколотой точкой. 
Действительно, рассмотрим окружность к 
касательную к прямой а в точке Я 
и точку S ее ; диаметрально противопо¬ 
ложную точке Я . Тогда, проектируя 



прямую і 


Л\ѣ , 


полу¬ 


чим их гомешорфизм. 

3. Также рассмотрим полуокружность без концов, касательную к пря¬ 

мой. и в точке Я и такую, что диаметр, 
•соединяющий ее концы, параллелен прямой 
и . Проектируя из центра О полуокруж¬ 
ности прямую и на нее, получим их го¬ 
меоморфизм. Таким образом евклидова пря¬ 
мая гомеоморфна полуокружности без концов. 

4. Рассмотрим модель проективной прямой - расширенную прямуѴк евк¬ 
лидову прямую и , пополненную несобственной точкой S* , кото- . 


5 . 






рая определяется пучком прямых параллельных прямой и , и окруж¬ 
ность & касательную к прямой и в точ¬ 
ке ^ . Проектируя точки расширенной пря¬ 

мой а* на окружность $ из точки .5 е<.. 
диаметрально противоположной точке X* , 
получим что расширенная прямая гомеоморфна 
окружности. Б силу полноты проективной гео- 
геоыетрик этот факт переносится на общую проективную прямую. 
Ьсякая_гщоокт;;вна;і_пдямая гомроморфна окружности^ 

5. Также рас:шіренная, а значит, и проективная прямая гомеоморф- 
на полуокружности с отождествленными (иден- 


6. Круг идей) гомеоморфан любому простому многоугольнику 



8. Полусфера (без края) гомеоморфна евклидовой плоскости при 

С~7о^х помощи проекции из центра полусферы О 
/ \/п : / 7 точек полусферы на плоскость, касательную 

/ / к ней, например, в ее полюсе X! 

9. Евклидова плоскость гомеоморфна внутренности круга при по¬ 
мощи композиции проекции плоскости на 

7 полусферу из ее центра и ортогональной 
проекции на ту же плоскость ^ 

10. Евклидова плоскость £, гомеоморфна с<І>ере яі с одной 

© выколотой точкой X" при помощи проекции 
из топки X плоскости, касательной к 
7 сфере в точке S противоположной к X , 

/ м/ _/ на сферу. (Это отображение называется 

стереографической проекцией). 

II. Тем самым, компонируя 9. и ІО, получим, что полусфера го- 
меомоофна сфере с одной выколотой точкой 
\~y~~Tj 0 • Это неожиданно, но следует из гомео- 

морфизма, указанного на рисунке. 





12. Рассмотрим модель проективной плоскости - расширенную пло¬ 
скость ( [9] ,с.6): евклидову плоскость 

Е 2 .пополненную несобственными точка¬ 
ми, каждая из которых Определяется 
связкой прямых, параллельных одной пря¬ 
мой этой плоскости. Проектируя ее на 
полусферу ^ ѵ касательную к этой 
плоскости £ г и диаметральная плоскость 
которой параллельна плоскости В г , получим, что проективная пло¬ 
скость гомеоморфна полусфере с отождествленными диаметрально проти¬ 
воположными точками края. Тогда прямые расширенной, а значит, и про¬ 
ективной плоскости, будут изображаться большими полуокружностями по¬ 
лусферы с идентифицированными хондами диаметров, параллельных этим 
прямым. 

13. Проектируя ортогонально полусферу x /z на евклидову пло¬ 
скость Е г касательную к полусфере в 
точке V , получим модель расширенной 
,плоскости в виде диска (круга) с иденти¬ 
фицированными диаметрально противополож¬ 
ными точками края - моделями несобствен¬ 
ных точек. Тогда прямые будут изображать¬ 
ся диаметрами этого круга с идентифици¬ 
рованными концами и ( [Е(Я, с. 73) полу эллипсами, большие оси кото¬ 
рых совпадают с этими диаметрами, и концы которых также жцентифици- 




Тем самым мы видим, что понятия прямой, окружности,, сферы, пло¬ 
скости не являются топологическими, ибо они не сохраняются при гомео¬ 
морфизмах. 

Также интуитивно ясно, что один кусок эластичной' ткани не гомео¬ 
морфов двум разным ее кускам, сфера не гомеоморфна*тору или кренделю 

:Ѳ 

гиб кость не гомеоморфна кубу. Д> почему? 

А вот такие поверхности: /ГОД ср дыркой ж дре нарисованные ленты 





гомеоморфны между собой или нет? 

Как ке найти на этот вопрос регулярный ответ? 

На I курсе при изучении кривых 2-го порядка на евклидовой пло¬ 
скости ( [7], сЛШ мы могли по уравнениям двух кривых 

4j xM^ 2а 10 х‘>а 00 -о (І ) 

а J ос ; 'x J - 2 а * q ' 0 - О (2) 

ответить на вопрос об их конгруэнтности: эвклидовой эквивалентности, 
т.е. существует ли движение, переводящее первую do вторую. Для это¬ 
го, как помним ([7], с. 83.85), нужно было подсчитать инварианты 
3, - CS4 , йу ІвуІ (ІЗ-ѴЛ (3) 
левых частей этих уравнений, и если, например, обе кривые невырож- 
дены и не являются параболами, т.е. 

л 4 ѵо, . (4) 

то они будут конгруэнтны, если ' 

А 'h -Л • 

= ~3/ (5) 

где л - корни характеристического уравнения 

у*- J,V* О. (6) 

Аналогично, в топологии - если бы мы получили полную систему 
топологических инвариантов^, т.е. таких характеристик поверхности, что 
если поверхности V и V гомеоморТюы, то они одинаковы, и наобо¬ 
рот, если эти характеристики одинаковы, то поверхности гомеоморфны, 
то мы смогли бы ответить на вопрос об гомеоморфности нарисованных 
поверхностей ( см. с. 64 ) 

Итак, отталкиваясь от интуиции, нужно строить теорию топологии, 
а это, значит, в первую очередь получить соответствующую аксиоматику. 

§ 3, Аксиоматика П.С.Ал 0 кбаАіЩова_топ 2 логического_П£ост£анства 

Ійы вздели ( [ііЗ, с. 6), что с современной точки зрения математи¬ 
ка изучает множества , элементы которых называются объектами, от¬ 
ношения между ними ^ - подмножества в шкале, построенной над ними, 
и соотношения между ними, которые можно выразить на теоретико- 
множественном и математико-логическом языке 

{"з,Р э ,<Х*1. о 

В основе всякой математической теории лежат априори заданные 
множества т ; - множества основных объектов, а также отношения pj 
между ними, про которые лишь известна их типизация и то, что они удов¬ 
летворяют некоторым соотношения:.. с*і - аксиомам 

ft- (2) 
и вся теория заключается в том, чтобы математико-логическими методами 




из них получить другие объекты, отношения и соотношения - теоремы. 

Совокупность (2) называется аксиоматикой соответствующей мате¬ 
матической теории. 

Так будет и дЪя топологии. Как же получить ее аксиоматику? 

Согласно сказанному в § I, чтобы получить аксиоматику топологи¬ 
ческого пространства, нужно рассмотреть его модель на евклидовом про¬ 
странстве или на евклидовой плоскости £* , которая состоит из 
объектов и отношений его, сохраняющихся при .гомеоморфизмах, найти 
эти объекты и отношения, а также свойотва, которым они удовлетво¬ 
ряют, и которые можно выразить через них и математико-логические и 
теоретико-множественные термины, а затем независимые Из них объявить 
неопределяемыми объектами, отношениями и аксиомами топологического 
пространства! 1 . 

Вместо евклидовой плоскости £ г для возможности будущих обоб¬ 
щений и ссылок будем рассматривать п -мерное евклидово пространст¬ 
во В, Евклидова плоскость из него получится, если вместо п брать 2. 

Поскольку мы рассматриваем модель топологического пространства 
на евклидовом пространстве Е„ , моделями основных объектов будут 
точки евклидова пространства £„ . Эти объекты мы назовем также 
точками топологического пространства Т . 

Отношением называется ([II],с,8) подмножество і любой ступени 
шкалы, построенной над этим множеством Т , т.е. если говорить о 
первой ступени, то подмножество множества всех подмножеств 

рс9СП ! » .ш 

т.е. множество некоторых подмножеств множества Т . 

Какое же множество подмножеств точек плоскости Е г (пространст¬ 
ва 6^ ) сохраняется при гомеоморфизмах? Гомеоморфизм - это взаим¬ 
но однозначное и взаимно непрерывное отображение пространства £„ 
на пространство Ъ' . Определение непрерывности по Коши отображе¬ 
ния £„ на Сп ( £ z на £/ ) было дано на I курсе в таком 

виде. 


Определение . Отображение евклидова пространства £ п , рассто¬ 
яние между любыми двумя точками эс г которого определяется число¬ 
вой Функцией £<*,,*,) ’ e( ^ Kt) 6 


(2), 


Однако, ввиду их тесной связи ([И], с.39) и установившейся тради¬ 
ции. будем вместо расстояния Х(эе, эс\ e W брать его меру Цх. х л t/R 
и называть ее расстоянием. V 4 ' ' 

9 . 



. £' 


с тем же расстоянием 




( 3 ) 


{с*}-**' -_ + (4) 

_ _ і в точке Хъ*£ Пі если для любого сущеот- 

вует ді IR* так ѳ, что J 

Ѵзс<с Ё п I і(ъ.х)<8 —» 


® 


( 6 ) 


С 


Введем понятие & -окрестности. 

Определение . В евклидовом пространстве £„ 6 -окрестностью 

Q К)точки называется совокупность точек, удаленных от точ- 

' 1 ”” ‘ль менее чем на расстояние d s/R T 

( _I ь __. . „ l 

(6) 


Ѳ 


0 £ (3cj*Jxl ti^x) < i j . 


Тогда отображение (4) непрерывно в точке если 

V Оі фъ>) 3 O s (*с) \ I (О* ы) с Of г fi *») (?) 

Отображение (4) называется непрерывным, если оно непрерывно в , 
каждой своей точке. 

Но существует и другое определение непрегчвнорти, если ввести 
понятие открытого множества V на £„. 

Определение . Подмножество 3J евклидового пространства £„ 
Uc£ n * . ( 8 ) 

называется открытым, -множеством, если для любой его точки х 0 суще¬ 
ствует ее £ -окрестность Q (^), целиком принадлежа¬ 
щая множеству U, 

Ѵх в сѴ 3***Г/ с£/. (9) 

Лемма . В евклидовом пространстве £„ любая £ -окрестность 
6^ (■*„) точки зс с является открытым множеством. 

' <г Действительно, пусть 

• х , * Р« (ЭСв ' ) > (10) 

т,е * Ux^x.xe. (И) 

Грим положительное число 

£с*в,*0 (12) 

и £, -окрестность точки эс, _ , . , - w . . 

О* (И, 

Докажи,, кто О г „.) < 0 г Г=О, .(14) 

В силу неравенства треугольника ( [іі] , с. 57) 

* (15) 
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( 16 ) 


откуда в силу (II), (13), (12) 

Z(*o,*z)< * 


Так вот при помощи открытых множеств можно доказать такую теорему. 
Теорема . Для того, -чтобы взаимно однозначное отображение Ь п в Е' 

• (I?) * 

было непрерывным, необходимо и достаточно, чтобы полный прообраз лю¬ 
бого открытого множества V на £„ был бы открытым множеством V 

на£. . tW-V . (и) 

Не обходимость . Пусть V - любое открытое множество на£„,Посколь- 

.".“. і О?) 


взаимно однозначное, то 
существует прообраз все- 

го V' 

__ _ Г(іГ*' ѵ из) 

Докажем, что U - открытое множество, т.е. для любой его точки х 0 
существует 8 -окрестность ее на В л , целиком принадлежащая мно- 
жёству U V*„ t U 3 0 ,(«.)cU. j (20) 

Поскольку ж, ,ХГ . то fcx>)&U - .1 - т 

и поскольку U - открытое множество, существует ,5 - окрестность, 
ки на в; , принадлежащая XJ ' \ * 

Эі«Г| О'ЦЫсѴ' да 

Тогда в силу непрерывности отображения по Коши существу?* 

ttO b (x,)) с Q (2з> 

т.е. в свлу (28) Н 0^ і)с а: ш 

откуда в силу (19) да 

т.е. и - открытое множество. 

Пуоть . (2S) 

o t ((<*•>) -1 <„, 

Поскольку в сиду леммы Q (/Ьс)) открыто в В* , ю 

• f-'(:o t it<x*))*u ' ( 28 ) 

открыто в с „ и содержит точку дѵ ,: 

U у Х °? (29) 

; и. 




потому существует 8>0 такое, что 

(30) 

поскольку 


(31) 

то 

> ( О г <*.>) <■ О е С 

(32) 


• 5амеча;ше . Вся приведенная теория повторяется и для отображения 
множества X <• в множество У с Е п ■ 


X (33) 

если везде '*-■ шть £ (или 8 ) -окрестность точки аг 0 (или 
на сужение этой* £ (или 5 ) -окрестности на X ( или на У ) 

0 & («*) -Г О д (*Oj* - О 6 0куПХ; Ofy u )^0 £ (>)|У - О е (tj.jny . (34) 

Тогда открытые множества пространства X с £„ будут являться 
пересечениями открытых Множеств евклидова пространства с X 

и х : и Еп ПХ. (35) 

В силу этой теоремы можно дать такое определение непрерывного 
отображения. 

Определение . Отображение X с в 3 <. Е п называется непрерывным, 
если при нем прообраз любого открытого мнокест-а U <-У является от¬ 
крытым множеством U с X . 

Следствие . Поскольку гомеоморфизмы - это взаимно однозначные и 
взаимно непрерывные отображения, то при них открытые множества пере¬ 
ходят в открытые, т.е;.при гомеоморфных отображения открытость со¬ 
храняется. Таким образом, согласно нашим рассуждениям (с. 9 ) от¬ 
крытость подашожеств_трпрлргического_птіостранства и нужно взять в 
качестве неопределяемого отношения. 

Поскольку тогда гомеоморфизмы определяются как взаимно однознач¬ 
ные отображения, сохраняющие открытость, а через гомеоморфизмы опреде¬ 
ляются все топологические свойства, то рткрытрсть_подиножества_тополо¬ 
гического пространства будет единственна неопределяемым отношением 
топологического пространства. 

Чтобы указать соответствующие аксиомы, описывающие через теоре¬ 
тико-множественные и математико-логические термины свойства, которым 
удовлетворяют открытые множества, нужно оглянуться на евклидово прост¬ 
ранство и найти там их свойства, выражающиеся через теоретико-множе¬ 
ственные и математико-логические понятия, а именно ([іі],с.7) свойст¬ 
ва пересечения и объединения. 

Легко доказать, что в открытые множества удовлетворяют свой¬ 
ствам: ' 




1) Все E n -открытое, пустое множество - открытое; 

2) Объединение двух открытых Мйсеств - открытое, и, значит, 
объединение любого числа открытых множеств - открытое; 

3) Пересечение двух открытых множеств - открытое, и, значит, 
пересечение конечного числа открытых множеств - открыто. 

Требование, чтобы аналогичными свойствами обладали открытые мно¬ 
жества топологического пространства, даст аксиомы топологического 
пространства. Итак, ( IIJ] , с. 19): 

Определение. Топологическим пространством (по Александрову) 

Т{М,-р, Об) 

называется множество элементов М , называемых точками, в котором 
выделены некоторые подмножества _ 

p. = {U] < (37) 

называемые открытыми и удовлетворяющие аксиомам: 

1) Все пространство Т и пустое множество ф -открытые; 

2) Объединение любого числа открытых множеств - открытое; 

3) Пересечение конечного числа открытых множеств - открытое. 


§ 4. Мо£ели_топологического_пространства Т 

В модели топологического пространства модель основного отношения, 
т.е. модель открытых */Аожеств, называете* топологической структурой 
или кратко топологией. Бе от топологии как науки, изучающей топологи¬ 
ческие пространства, придется отличать до контексту. 

Рассмотрим некоторые модели топологического пространства, 

1) ЕвдадВД др^ 1 рарство_£*, . Моделью топологического прост¬ 
ранства Т является евклидово пространство Е* ( и евклидова плос¬ 
кость £ г ), т.к. топологическое пространство и получилось их абст-' 
ракцией. Таким образом имеем 

3 £ ,(Т) > 3 £< (Tj, о 

Аналогично имеется 

* » 

2) Арэ5метическое_евклидово_простразство Jpw.- Арифметическим ев¬ 
клидовым пространством называете* 1 модель евклидова пространства 
построенная над множеством действительных чисел /R , когда, точка ас 


интерпретируется упорядоченным множествен п действительных чисел ос‘, 
называемых ее координатами, и в которой Задана положительно опреде¬ 


ленная квадратичная форма ( ЙЗЗ, с. 96) 




(■) 


где w -вектор, соответствующий пф аксиоме Вейля ( fllj , с.17) паре 
точек хДзс^и aCj(x^). 
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Модель топологического пространства получается в результате 
композиции двух моделей 

. (4) 

3) Метрические пространство^ Как помним ( [іі] с. 17), метриче¬ 
ским пространством называется множество М элементов -X, на квад¬ 
рате которого определена числовая функция 


<■ iR 

I. Voc.^eM 5 С €><=£> *-£, 


т * е * V -с, ij бМ 

такая, 


(5) 

( 6 ) 


2. Ѵ/лг^ «Л? ? С-чг^) - (7) 

З^Ѵ'тг.^.геМ 4 

(Как помним метрическими пространствами являются: евклидово 
пространство, арифметическое евклидово пространство, гиперболическая 
плоскости Лобачевского У\- г ( [ІЙ, с. 67), эллиптическая плоскость 
Римана ( І.ІІ],с. 95) Р5 г . 

Чтобы доказать, что метрическое пространство является моделью 
топологического пространства, нужно в нем определить модель открыто¬ 
го множества и доказать выполнение аксиом топологического пространства. 
Поскольку метрическое пространство является обобщением евклидова про¬ 
странства, то естественно определить в нем открытое множество также 
как в евклидовом (с. 10), заменив в определении £ -окрестности 
(с.10) точки сс 0 меру евклидова расстояния £(Ху) функцией У. 

Определение . £ -окрестностью 0 £ (х) точки дс 0 метрического про¬ 
странства М называется множество точек х пространства М таких, 
что ?(*.,, О < £. (8) 

Определение. Открытым множеством U метрического пространства 
М называется такое его подмножество, что для любой его точки а с 
существует ее £ - окрестность це- 

I (© *0 I ликом ему принадлежащая 

V_ . J £ I 0 £ С*>) <■ U. (9) 

Дословно как на с. 10) доказывается," что любая £ -окрестность 
Оі Щ является открытым множеством. 

Выполнение аксиом топологического пространства получается автома¬ 
тически так же, как в случае евклидова пространства. 

. *) точнее квазиметрическиыи ( jll] , с. 52), но на с, 9 мы договори¬ 
лись согласно традиции величину и ее меру не различать. 


Наиболее интересны неметрические пространства, являющиеся топо¬ 
логическими. 

4) Ари фм етическое пространство _ (не являющееся евклвдовым- 

без положительно определенной квадратичной формы (3)), т.е, просто 
пространство jftytfx .. . х 0? 

/ ■ Тогда <5‘■-окрестностью точки 

/ ZZ7 о £ <Ыі) 

/ назовем множество точек (x'j таких, для 

-/—* - которых Іх'-хІ \<6\ ( 12 ) 

и поэтому естественно открытым множеством U на IR* назвать такое 

/ его подмножество, что любая его точка 

I fcu х\ имеет £‘ -окрестность Q t (ЗД со- 

/ '—держащуюся в U . 

—--- Аксиош I), 2) с. 13 для таким 

-образом определенных открытых множеств очевидно выполняются. Докажем, 
что выполняется аксиома 3)пересечение конечного чиола открытых мно¬ 
жеств П Uj - и 

есть открытое мнокеотво. Пуст» х£ 6 U, 

тогда из Хо £ і/; вытекает, что 

I * Щ 

I x‘--xiu 4j Я=г> 

б** т.іп С&І,.. . .j I 

Тогда для £* будет . . ^ 

к-<|<г‘Ч »*-*'. ИІ-* + 1*'}*V-* 0 £ Л*о>*Щ ( 

т.е. множество U открытое. 

5) ‘‘ 4ффиян2ѳ_ра,0£Ті^йСіВ£^ ъ . Рассмотрим в качеств# фимера аф- 

финную плоскость . Вудем ее воспринимать с точки зрения аксиомати- 
* “|и Вейл* ([ifl, с. 17). 

Для базиср^,^направляющего векторного 

I пространства Ѵ г любой вектор £ р положител»- 
шмя координатами, относительно базиса 

£=£% , £ 1 >0 (19) 

определяет для каждой т^чки М 0 € Л* ^-окрестность 

как внутренность паралле^/ра\ма, для которого точка М„ -центр и 

4c*fc, flBtfe,, (2D 

Лемма. Если точка М 0 множества U аффинной плоскости имеет 
£ -окрестность относительно базиса f L содержащуюся в Ц 

то имеет и - окрестность ^,^(М 0 ) относите&ьно любого другого 

15 . 


• и-і 

Пусть 


(13) 

(14) 

(Ш> 

т 

(І7) 

? 

'(ІЯ) 



(20) 





также содержащуюся в V 

Перенесем векторы в/, а/ в точку 
: (22) 

Через точки К, L и им противоположные относи¬ 
тельно точки М 0 проведем прямые параллельные 
ё'и е^ , получим параллелограмм А'&'сЪ' 
Уменьшая его гомотетично с центром в точке М с , 
получил параллелогг шм A , целиком принадлежащий AlbCJ) и, 

значит,- V . Его диагональ дает вектор £'. 

Определение . Подмножество U аффинной плоскости называется 
открытым, если для любой его точки ■ относительно любого базиса 

Ѳ с существует ее В -окрестность ^- е -(М 0/ ) целиком принадлежащая U. 

Теорема . Аффинная плоскость с таким образом определенными откры¬ 
тыми множествами в нем является моделью топологического пространства. 
Поскольку открыт ость множества U относительно одного базиса 
[приводит к его открытости относительно любого 
I другого, то можно считать все открытые множест- 
. U- открытш.ш относительно одного и того же, 

__ _I базиса ё и £ - окрестность относительно этого 

базиса - (M t ) обозначим просто С^(М с ). Возьмем любую аффинную систему 
координат" с этим базисом . Тогда относительно него устанав¬ 
ливается взаимно однозначное соответствие между и 1Я г 

й г *-~*<г • (23) 

обычным обоазом ..., • , _ * 

УМ ~-»\Х* I .СМ-ас^-, (24) 

причем если точка М принадлежит Г -окрестности точки М с (х‘> относи¬ 
тельно [и координаты вектора L £,'■ о (25) 

то ' |зс-х*| < £‘., (25) 

т.е. £ -окрестноеть(^-(^плоскости і4, отоб[іазится в -окрестность 
плоскости іЯ г (с.15), открытое множество плоскости -в открытое 
множество плоскости (Н г , а поскольку IR Z топологическое пространство, 
то и - топологическое. 

6) Проективное пространство_ В, А Рассмотрим, например, проектив¬ 
ную плоскость P t . Как известно ( рі] , с. 102) три точки; А^-О, А2,), 
не принадлежащие одной прямой определяют на про¬ 
ективной плоскости четыре треугольника Я t - 
Любая точка Е , не принадлежащая прямым (Ч ^ле¬ 
жит в одном гі них, его и назовем -окрестностью 
О* (Е) точки Е: G a J.£) = {m\ ftej 

где в-*(М£;Л(^Я к ) і -і«.ц 4 а > &і^27) 



Іб. 



Множество U назовем открытым.., если для любой его точки Е 
существует треугольник такой, что q ,(28) 

Докажем, что пересечение двух открытых множеств Ц, Ц;-открыто. 
Пусть Е t U-U,f)Vt, (23) 

тогда EkU.E* Ѵг . , 1Г , r (30) 

Рассмотрим треугольники c i n t и с. n 4 , содержащиеся в и, и ІЛ , и 
содержащие точку Е . Поскольку они имеют общую Точку Е , то в си¬ 
лу аксиом проективной геометрии они содержат 
общий треугольник fl 4 , содержащий точку 
£ . Тогда 

сдДѴи,, (31) 

откуда і г Л 4 «и, (32) 

т.е. U - открыто. 

§ 5. Непрерывность, .гомио^од'іідзм, _0£рѳс£Н2сд;ь_ 

Тем самым топология по П.С.Александрову обстоит из определений 
и предложений, выраженных при помощи математико-логических й теорети¬ 
ко-множественных терминов черев понятие открытых множеств,в частности 
Определение . Отображение топологического пространства Т в то¬ 
пологическое пространство Т' 

“»Т (I) 



называется непрерывным, если (о.12)полный прообраз каждого открытого 
множества пространства Т' является открытым в Т, 

Определение . Отображение топологического пространства Т в' то¬ 
пологическое пространство Т' называется доцеомар^мом* если оно 


Определение . Окрестностью точки х с топологического пространст¬ 
ва Т .называется всякое открытое множество V , ее содержащее 
V.U еТ. (2) 

5 б, Еааа X0fl0i0£K^eiKSir£jl20£Tpa£C£Ba r- T^5^iorH4ecKoe подщэо- 
£TjiaflC 2 B£, _П£ 0 £адедеди 4 йв 2 Х„т 2 П 2 ,лог 2 Ческих пространств 

Опояделение. Базой топологического пространства Т называется 
подмножество его открытых множеств такое, что всякое открытое множе¬ 
ство является их объединением. Бели это подмножество 1 конечно или 
очетыо, то база Называется соответственно конечной ил» счетной. 

Например, евклидово арифметическое пространство /R„ (с.ІЗ)имсет 
счетную базу из открытых шаров &(Q г) с радаональными центрами 0(х1) 
ж рациональнымирадиусами г 

KeQ , геСЦ. 
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Арифметическое пространство М п (с.15) имеет счетную базу из 
сех открытых кубиков|х^і*-и‘і<^(с.Х5), где сГ и г рациональны. 


По одним топологическим пространствам можно строить другие. 

Как мы видел на с.12, открытые множества пространства К ■ , 
принадлежащего евклидову пространству £ г (т.е. его топология) яв- 
'Іяются пересечением с X открытых множеств пространства Е п 

Аналогичное пе-іучаем для любого топологического пространства Т 
и любого его подмножества А. 

Теорема I . Всякое подмножество fi топологического пространст¬ 
ва Т становится топологическим пространством, если в качестве от- 
. крытых его множеств ц взять пересечения открытых множеств простран- 
етва Т с А ^ЦПА. (2) 

Доказательство тривиально. 

Определение . Полученная таким образом топология на А С ,Т называ¬ 
ется индуцированной топологией от топологии пространства Т , а топо¬ 
логическое пространство А с этой топологией - вложенным в'Топологи¬ 
ческое пространство Т 

Если говорится о топологии подмножества топологического прост¬ 
ранства и не оговорено другое, то подразумевается индуцированная то¬ 
пология на нем. 

Теорема 2. Если 7^ и Т, -топологические пространства, то де¬ 
картово произведение их ((II], с. 8) 

будет топологическим пространством, "если для него в качестве ба^от¬ 
крытых множеств брать декартовы произведения открытых множеств U t и 
^"пространств I", к Т г и-и'~О г . ( 4 ) 

Доказательство тривиальной J 

§ 7. Граничные точки,_точки_прикосновения л , предельще_точки 
для подлнокества_топологического_простданства 

Пусть Т -топологическое пространство и А -его подмножество 
AlT (I) 

Определение . Точка х называется внутрен- 

І ней по отношению к подмножеству А • , если суще¬ 
ствует открытое множество і/ х , содержащее=с 
(окрестность точки х ) и содержащееся в А 
бЕбЦ.сА. ( 2 ) 

Тем саг,дал хьА. ' (3> 

Таким образом, если подмножество Я -само открытое, то каждая 
его точка - внутренняя. 
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Определение . Совокупность внутренних точек множества й сТ 
называется внутренностью или ядром Й множества й .Тогда получаем: 

Теорема .Для того, чтобы множество А сТ было открытым, необхо¬ 
димо и достаточно, чтобы оно совпадало со своим ядром (своей внут¬ 
ренность») A *U<=> й-й (4) 

Определение. Точка называется внешней по отношению к подмно¬ 
жеству А , если существует ее* окрестность 1Д_., не пересекающаяся с А . 

juj и к <• т \а (5) 

Определение . Точка z называется Граничной по отношению к мно¬ 
жеству А .если любая ее окрестность пересекается (не по пустому 
множеству) как с А , так и с его дополнением до всего пространст- 
ваТ VU ;»* UOA*=0, ѴПТ\А^<р. (6) 

Граничіше точки могут принадлежать множеству Я , а могут и 
не принадлежать ему. 

Множество граничных точек множества А называется границей_ 
его и обозначается 5 Я ( иногда И(£\ ). 

Очевидно, что любое множество А и его дополнение Т\А 
имеют общую границу -^А*Т)(Т\А). ( 7 ) 

Определение. Точка m называется точкой прикосновения для мно¬ 
жества А , если любая ее окрестность пересекается с А 

Таким образом точками прикосновения являются внутренние точки 
и граничные точки {mj = { х. 

Определение . Згщцкаіше^і д множества А навивается множееТ*- ( 
во точек его прикосновения. Значит - л 

А * А U"bA . . (6) 

Определение . Точка t называется црАДёльд£й_ точкой,-для мно¬ 
жества А , если любая ее окрестность, содержит точку/множества^ , 
отличную от нее оамой (г,в. проколотая по t любая окружность точ¬ 
ки t -пересекается о А ). Она также; как и точка прикосновения,, 
может принадлежать, а может и не принадлежать?- самому множеству А. 

Таким образом точка прикосновения* множества А , если не явля¬ 
ется предельной, то Обязательно принадлежит самому множеству А 

Определение . Множество йредадвных точек множества А называет¬ 
ся производным множеством А' множества А. 

Очевидно А-Й/ий' 

Д эА, А**' ЦО) 

1 йэй' ( И ) 

Определение. Точка множества А , не являющаяся его предельной 
точкой, называется изолированно^ точкой. 
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§ 8. Замкнутые множества 

Определение . Подмножество F топологического пространства Т 
называется замкнутым множеством в Т , если его дополнение Т\ Р - 
открытое множество. 

Основные свойства замкнутых множеств легко получаются из их опре¬ 
деления. Ими будут: 

I) Само топологическое пространство Т и пустое множество - 


замкнуты; 

3) Пересечение любого числа замкнутых множеств - замкнуто; 

3) Объединение конечного числа замкнутых множеств -замкнуто. 
Действительно, свойство 2) следует из того, что дополнение к пере¬ 
сечении множеств есть объединение дополнений к ним 


Т\ ( г, Л г 4 ) * (Т\ F % ) у (Т\ FJ - - (I) 

и основного свойства 2) (с.ІЗ)открытых множеств. 

Свойство 3) следует из того, что дополнение к объединению мно¬ 
жеств есть пересечение дополнений их 

т\(г,иг г ) = СТ\Г,)Л.(П>») (2 > 

и основи' о свойства 3) (с.13) открытых множеств. 

Теорема . Для того, чтобы подмножество f топологического прост¬ 
ранства Т было замкнутым, необходимо и достаточно, чтобы все его 
точки прикосновения ему принадлежали. 

Необходимость.Пусть F -замкнуто, тогда его дополнение Т\ F 
открыто. Пусть го -точка прикосновения множества F . Если бы она 
не принадлежала F , то она принадлежала бы его 
дополнению Т\ F , а поскольку последнее открыто 
и не пересекается с Г T\FFl F- (3) 

то получаем противоречие с определением точки прикосновения. 

Достаточность. Пусть любая точка прикосновения m множества F 
топологического пространства Т принадлежит ему. Рассмотрим любую 
точку п , принадлежащую дополнению множества F 

Ѵпі Т\ F. . < 4) 

Она не. будет по предположен™ точкой прикосновения F , значит су- 
ще ствует ее окрестн ость , не пересекающаяся с F , т.е. цели¬ 
ком принадлежащая Т\ F 

Зі4| п < L4 сТ\г (5) 

_ и так для каждой точки п из Т\ F . Объеди- 

нение этих открытых множеств U K будет открытым в силу 2) (с.13) 
и совпадать с T\F , т.е.Т\Г -открыто, а значит, F -замкнуто. 

Следствие . Замкнутое множесио совпадает со своим замыканием 

F - F (6) 




и? 


Ѳ 



Теорема . Замыкание ft любого множества fl -замкнутое множество. 
Пусть о. -точка прикосновения замыкания А , докажем, что она 


принадлежит А ^ ( 7 ) 

Поскольку X -точка прикосновения А , то в любой ее окрест¬ 
ности U* имеется точках принадлежащая Я 

vu £ ixtu x i .тб а; (8) 

тем самым открытое множество Ц* будет окрестностью и для этой точ¬ 

ки х (9) 

тогда, поскольку х ь й , окрестность U x пересекается с А 

0^ А * ^ U_ £ ПА Г f- (10) 

точка jc является точкой прикосновения для самого множества А ,т.е. 
принадлежит его замыканию 5с о А 


L евклидовой плоскости £ д множество внутренних то¬ 
чек треугольника д А ЬС образует открытое, множест¬ 
во. Граничные точки - это точки сторон и вершины. 
Таким образом, открытый треугольник со сторонами 
и вершинами образует замыкание открытого треуголь¬ 
ника, и значит, является замкнутым множеством в Е г . 


Например, 



§. 9. Связность 

Рассмотрим подмножество X на £ t . Когда его назвать связным? 

Тогда, когда оно не является несвязным. В та¬ 
ком случае, когда оно является несвязным? 
Очевидно тогда, когда его можно представить 
в ввде объединения двух кусков X, Х г доста¬ 
точно удаленных друг от друга, т.е. для любой точки^ка^дого из них 
найдется fc - окрестность Q <х),не пересекающаяся с другим куском. 

Как же это выразить через открытые множества и пространства - 
X с индуцированной топологией от топологии £„ , чтобы можно было 

бы определение несвязного множества X перенести на общее топологи¬ 
ческое пространство Т ? Как помним (с.12) для пространства X е £„ 
ь -окрестностью точки X, - является пересечение £ -окрест¬ 
ности Оах„) точки х, в t n с X 

o t (xj * Оі Ы ПХ = О х (I)) 

и индуцированная топология состоит из открытых множеств 

иг Ц< С Х ((2* 

таких, что \/х 0 3 о £ (зСф)си. (3) 

С другой стороны, если X несвязно: распадается на куски X, Х г , 
удовлетворяющие вышеуказанному условию, то для любой точки каж¬ 
дого из них существует £ -окрестность о 4 (ацре перееежащаяеа о, другим 


а 





S 3 
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] o £ ix a ) j о 6 (х л )Г!Х^ = 0 , ‘ЛьЧ)-‘-' г ( 


o £ (x 0 ; Л X, = (0 £ <x e > П X) Л x - 0 £ Л (ХЛХ,) - Q (pcjDX = Ф- (5 > 
Тогда можно доказать теорему. J е J 

Теорема . Для того, чтобы множество X с Е п было несвязным необ¬ 
ходимо и достаточно, чтобы его можно было бы представить в виде объ¬ 
единения двух открытых в X , непересекатощихся и непустых множеств 

Х,А'. Х~*Х~иХ г . X t -u t , u t nu^0, (6) 

Необходимость. Поскольку 

Ѵх с іХі Зо £ (Х с ;бХ^ (7) 

Т0 U - Хс . ' (8) 

Тогда, поскольку 0 £ (эс в )открыто в X (с.12, 10), то в силу 2)(с.ІЗ) 
из (8) следует, что X t открыто в X , т.е. (6, ). Поскольку 


• ©*(**) О X, 

то из (8) следует (6 3 ) X Г\ X - Ф ■ 
Поскольку X i t Ф , то получаем (6 Ѵ ). 
Достаточность. В силу (6, ) и (6_, ) 


О) 

(Ю) 


\/х с іХі 3 о £ (сс„)сХ, =$* о 4 (л„) ПХ 4 ~Ф, (II) 

т.е. в силу (6 1 ) имеем (4), т.е. X несвязно в евклидовом смысле. 

Эта теорема дает оправдание такому определению. 

Определение . Топологическое пространствоТназывается несвязным, 
если его можно представить в виде объединения двух непустцх непере- 
секающихся открытых множеств 

т = и, и и, j и,Л *4= 9, Ц і 2 ) 

Определение . Топологическое пространство называется связным, 
если оно не является .несвязным, т.е. его нельзя представить в виде 
объединения двух непустых непересекающихся открытых множеств. 

Определение . Множество А топологического пространства Т назы¬ 
вается связнш в Т , если оно связно как топологическое подпространст- 


в0. Замечание . Если А связно вТц А с6‘Т , то А связно в в 

Найдем некоторые признаки связности топологического пространства. 
Лемма . Если множество М топологического пространства Т пере¬ 
секается существенно с двумя вепересекающимися между собой его откры¬ 
тыми непустили множествами Ц и U x и принадлежит их объединению 
МА и г сТ > ^ (13) 

мси,ии г , u t п Uj — ф , и,Ф<Р, (І4) 

гі,*м л и л ?9, и г =м nu z t<p, (is) 

то оно несвязно. 
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Действительно, в силу (14, ) 

м=(млі/,)и(мпі; г ). (16) 

Поскольку по определению индуцированной топологии 
на М множества и, (15) открыты в нем и в си- 
(15), (І4 г ) они не пересекаются 

= (ПО 

то из непустоты (15) следует, что М -несвязно. 

Следствие . Если связное множество М топологического простран¬ 
ства Т принадлежит объединению двух непересекающихся между собой 
открытіи его множеств U it U z , то оно принадлежит одному из них 

МсЦ, ѵ МсіЛ. (18) 

Теорема . Если для любых двух точек х, х г топологического прост¬ 
ранства Т существует связное множество Cfx^xjj пространства Т , их 
содержащее j х j с q с (Ю) 

то пространство Т - связно. 

Если бы Т - было несвязно, то его можно было бы представить 



в Виде T»U, іД/ г I Ц nU 4 = 0 , і* ft </>, (20) 

где Ui -открыты. В силу (20 А ), (20 ѵ ) существуют точких тв этихЦі£ 
ЭС.вЦ, x,eU z . _ " (21) 

По условию теоремы существует* связное множество С(х л х^ содержащее таи 
В силу (21). (19) ъі^СПІ/'+ф, и г =СП1 (2 2 j 
и поэтому по лемме С несвязно, что противоречит условию. 

Определение . Топологическое пространство Т называется линейно 

@ связным, если для любых двух его точек ос, ас л суще¬ 
ствует простая линия ([8], с.42) с концами в. этих 
точках и содержапіаяся в Т ( Напомним, что простой 
линией с концами в точкахас,^ называется гомешор- 
фный образ отрезка в £* с его концами .J 
Следствие . Всякое линейно связное топологическое простршввтвоТ 
связно ( ибо простая линия связна). Обратное не всегда верно. 

'Найдем некоторые свойства связных множеств. 

Теорема . Объединение двух пересекающихся связных множеств А к 6 
пространства Т связно. 

Если бы flUE> было несвязно, то его можно было бы представить 
в виде объединения двух непустых непересекающихся от крыты й в* AUb 


Аие?-*и л ІІи 2 , и,П 


(2?) 


Асіл,ии г> ibcu,Uu 2j 


(24) 
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тогда 




и в силу леммы для T t - и,множества А и ft принадлежат либоо либо 
^Одному a L они не.могут принадлежать, ибо тогда получили бы противо¬ 
речие с (23,) и непустотой (23 ¥ ). Если ке 

Аси ъ ftcu 2 , (25) 

то из (23,) получ м, что А и 6 не пересекаются 

A U& - <j£>, (26) 

что противоречит условию. Значит A UB связно. 

Следствие I. Объединение любого числа связных множеств про¬ 

странства Т , каждое из которых пересекается с каждым, - связно. 

Определение. Открытое связное множество называется областьюГ’. 

Поскольку в топологии,индуцированной типологией топологического 
пространства Т на. of о открытом множестве UcTj открытыми множе¬ 
ствами u t являются пересечения открытых множеств Ц с Т с его 
открытым множеством U , , л . , 

u i.~U i п и > (27) 

то открытыш множествами множества ІА являются в силу 3) (с.13) 
открытые множества самого Т . Поэтому получаем теорему 

Теорема. Лля того, чтобы открытое множество U С Т было связно 
(т.е. было областью) , , г 

U -I , (28) 

необходимо и достаточно, чтобы его нельзя было представить в виде 
объединения двух непустых непересекающихся открытых множеств в Т 

U=l),UU t , U, п U z - и : 7=р. (29) 

Следствие . Если открытое множество Д <- Т несвязно,* то его 
можно представить в виде объединения двух непустых непересекающихся 
открытых в Т множеств. 


Если топологическое пространство Т несвязно, т.е. его можно 
представить в виде объединения двух непустых непересекающихся откры¬ 
тых множеств 

Г * U, ии й , ЦП и 2 = и,? 0J Ц Р (30) 

то для каждого составляющего множества Ц другое I/■ будет допол¬ 
нением Ц,=Т\У г> - Ц = Т\Ц (31) 

и потому (с.20) замкнуто. Вер ш и обратное. Таким образом можно дать 
такие эквивалентные определения несвязности. 

Определение I . Топологическое пространство "Г называется не- 
.связным, если его можно представить в виде объединения двух непустых 
непересекающихся замкнутых множеств 

r 2 t<p (32) 

Определение 2. Топологическое пространство называется несвязным, 
если существует отличное от него непустое его подмножество одновре- 
24. 



менно открытое и замкнутое. 

Следстпие .Теорема с.24 и следствие из нее верны, если в них за¬ 
менить слово "открытое" на слово "замкнутое". 


Если'топологическое пространство Т несвязно, т.е. его можно 
представить в виде двух непустых открытых (и замкнутых) непересека- 
ющихся множеств _ 

T*U t UU Zt ' (33) -• 

то рассмотрим каждое из этих составляющих множеств U, , Ц> . Если 
они связны, т.е. являются областями 

С/ = Г с > (34) 

то пространство Т будет объединением двух непересекающихся областей 

( 35 ) 

Если одно из U L или оба вместе несвязны - их можно представит*, 
в ви,де объединения двух непересекающихся открытых множеств 


и t г и с1 П и и t 0 Li n. U; z = </>; (36) 

то Т будет объединением трех или четырех непересекающихся откры¬ 
тых множеств Т=ии,- U,n,U K e = jt (37) 

и т.д. Естественно поставить вопрос - приводит ли этот процесс все¬ 
гда к объединению связных открытых (или замкнутых) множеств, т.е. 
любое ли топологическое пространство Г можно представить в- виде 
объединения . открытых Г( или замкнутых ^связных множеств 

Т* Г,иГ г и ,.иг л ... г с Г\Г;=р, €38) 

Т- cfcUcp. U... иФ* ... ф ПФ = ■ (39) 

Оказывается, несмотря на видимую равноправность Jc.22Vc.24) 
для несвязного пространства Т открытых и замкнутых множеств, ответ 
для них различен: для открытых невсегда, а для замкнутых - всегда. 

Первое доказывается противоречущим примером. Докажем второе. 

Определение . Компонентой С х данной точки ас топологического 
пространства Т называется максимальное связное подмножество прост¬ 
ранства Т , содержащее точку х (максимальное в том смысле, что 
всякое другое связное множество, содержащее х , содержится в нем). 

Теорема . Каждая точка х топологического пространства Т име¬ 
ет непустую компоненту. 

Во-первых, объединение всех связных множеств пространства 
содержащих данную точку х. ,, связно (т.к, каждое из них с каждым'пе¬ 
ресекается по крайней мере по точке л ив силу следствия. <£.$) и 
максимально, ибо всякое связное множество, содержащее точку ф , вхо¬ 
дит в это объединение. 

Тем самым.для каждой точки xtT существует ее компонента С х 

Во-вторых, компонента любой точки х - непуста, т.к. в объеди- 



нение связных множеств, содержащих точку х входит множество заве¬ 
домо непустое и связное, а именно множество,состоящее из этой точки. 

Следствие. Каждое связное множество А топологического простран¬ 
ства Г принадлежит одной компоненте. Действительно, рассмотрим компо¬ 
ненту С х любой точки х множества А . В силу определения компоненты 

С х эА. (40) 

Теорема . Компоненты различных точек топологического пространст¬ 
ва Т либо совпадаю", либо не пересекаются. 

Рассмотрим компоненты С х С х двух точек зс, и x t . 

. Если бы они не совпадали и.пересекались то в силу тео¬ 
ремы с.23 их объединение было связно и содержало каж¬ 
дую компоненту, что противоречит максимальности компоненты. 

Следствие . Любое топологическое пространство распадается на не- 
пересекающиеся компоненты 

Т=С,(/С 4 ^ — ОС л ... , С ПС = £5. (41) 

Остается доказатьТ что компоненты замкнуты. 

Теорема . Если множество А<Т связно в Т , то и его замыкание Л 
(с. 19) с: “зио в Т . 

Если бы А было несвязно в Т , то оно являлось бы объединением 
двух непустых непересекающихся открытых (и замкнутых) в Д (с.22,с.24) 
множеств 

А = (42) 

Тогда (с.ІЗ) _ * (43) 

т.е. связное в Т г а-значит в силу замечания с.22 связное в А множест¬ 
во А принадлежало бы объединению двух непересекающихся непустых от¬ 
крытых (и замкнутых) в А множеств f, t ( г , откуда в силу следствия 
с.23 принадлежало бы одному из них, например, fi 

А с (44) 

а потому их замыкания в А : А и ^ ташке принадлежат друг другу 
.Ac I, (45) 

но из замкнутости f в ^ следует 

Д»д. _ _ W6) 

а замыканием А в А очевидно будет само А ( АП і А) : 

А--А, (47) 

поэтому из (45),(46),(47) будем иметь _ „ 

Ас$і, (48) 

что противоречит (42,), (42 у ). 

Следствие . Любая компонента топологического пространства замкну¬ 
та, ибо в противном случае ее. замыкание было бы связным множеством, со¬ 
держащим ее, что противоречит ее максимальности. 

23. 



_ и. Если открытое и замкнутое множество Л топологическо¬ 
го пространства Т ЯсТ ( 49 ) 

пересекается с его компонентой С , то оно ее содержит 

6-А/1С* /ЧэС (50) 

Действительно, если бы 

F t '*C « (51) 

то пересечение T\ft и С было бы не пусто 

F^T\fi Л С * С\Л * р. (52) 

Поскольку А, С > Т\А замкнуты, то и F,, F 2 из (50), (52) 
замкнуты и для С имеем _ , _ 

Г,Л4-?< (53) 



что противоречит тому, что компонента С свядна (с. 25). 

Следствие . Если непустое множество А топологического простран¬ 
ства Т одновременно открыто и замкнуто в нем, то оно является объ¬ 
единением нескольких его компонент. 

Определение . Если число компонент р 0 топологического прост¬ 
ранства Т конечно ... 

f\**T (54) 

то оно называется его по£яаком_несвязности. 

Порядок несвязности,- очевидно, является топологическим инвари- 


‘ Теорема . Если число компонент топологическогб пространства 
конечно, то оно является объединением непересекающихся областей. 

Действительно, в силу теоремы (с.25) топологи:еское пространст¬ 
во Т является объединением его компонент 

Г- С<иС г и ... (55) 

В силу условия нашей теоремы каждая компонента Сд будет открытым 
множеством, ибо является дополнением до Т объединения (рь~ 0 т.е. 
конечного числа замкнутых множеств, т.е. дополнением в силу 3)(с.20) 
до Т замкнутого множества. 

Тогда, поскольку каждая компонента связна, она является /$#фпао. 


Поскольку связность топологического пространства Т определяет¬ 
ся' через понятие открытого множества, а открытость (с.І7) сохраняет¬ 
ся' при гомеоморфизмах, то она является топологическим инвариантом, и 
значит, принадлежит к топологической теории. 

§ 10. с йОЕфс-ость_(отделимость) 

Определение. Топологическое пространство Т называется отделимым 
(по Хаусдорфу) если для любых двух его точек х ь ас 4 существуют их не- 
пересекающиеся окрестности 

х.еі/,, х г *и г I и,Ли г =0. 


(I) 

27. 




Например, моделью неотделимого (не хаусдоріюва) топологиче- 
ского пространства будет такое. Па аффинной плоскости в выделенным 
репером , т.е. на IR 2 (х Ѵ^Ьткритами мно¬ 

жествами будем считать полосы без краев, параллель¬ 
ные оси а г и их объединения 

Сх‘К Ы,0<=> а< х'< в (2) 

Аксиомы топологического пространства' ,(с.ІЗ) будут выполняться, 
но для длух точек і одним -х 1 « . , 

т, (xj.v, 1 ) И Х‘ г (х г> х г ) ' (3) 

нельзя найти непересекающиеся содержащие их полосы. 

§ II. Компшстпость^гоіюлогдческого^достоанстпа. 

Определение . Покрытием данного топологического пространства Г 
называется совокупность некоторых его подмножеств, объединение кото¬ 
рых дает пространство Т . 

Пели эти подмножества открытые, то покрытие называется открытым* 
Например, база топологического пространства (с.17) является его 
открытие покрытием. . 

Открытое покрытие, состоящее из всех открытых множеств тополо¬ 
гического пространства Т называется 'основным покрытием I 

Определение. Покрытие топологического пространства Т называет¬ 
ся конечным (счетным), если содержит конечное (счетное) множество 
своих подмножеств. 

Определение. Подпокрытием^ данного покрытия топологического 
пространства Т называется такое подмножество множеств покрытия, 
которое само является покрытием. 

Например, база топологического пространства Т является под¬ 
покрытием любого открытого его пок итил. 

Определение . Покрытие ІЪ с элементами называется впи¬ 

санным в покрытие А с элементами Qj , если для любого множества 
из найдется множество о из , содержащее 

J a, I C Qj (I) 

Тем самым, подпокрытие всегда вписано в покрытие, и, значит, 
база вписана в любое открытое покрытие топологического пространства. 

Оглядываясь на евклидово пространство, вспомним лемму Ііореля- 
Лебсга о подпокрытиях ограниченного и замкнутого множества арифмети¬ 
ческого пространства іК п 

Определение. Множество М арифметического пространства //?„ 

МС //?„> (?) 

называется ограниченным в нем, если существует параллелипипед 

|а‘<х 1 < 8 L j, (з) 

содержащий его. 

2Б. 





Определение . Множество М .арифметического пространства lR„ 
называется замкнутым в нем, если оно замкнуто как подмножество то¬ 
пологического пространства, т.е.(с.20)дополнение lR n \M -открыто. 

Лемма Бореля-Лебега . Если множество М арифметического прост¬ 
ранства fin ограничено и замкнуто, то из любого его открытого (ин¬ 
дуцированного) покрытия можно выделить конечное подпокрытие. 

И обратно, если из любого открытого (индуцированного) покрытия 
множества М* можно выделить конечное подпокрытие, то'оно ограни¬ 
чено и замкнуто. 

Мы видим, что одна часть леммы существенно зависит от (огра¬ 
ниченность), а другая - чисто топологическая (выражается через топо- . 
логические понятия). Поэтому естественно дать определение таким топсн 
логическим пространствам. 

Определение . Топологическое пространство называется компактным^ 
если из любого его открытого покрытия можно выделить конечное подпо¬ 
крытие. 

Теорема .Всякое бесконечное подмножество компактного топологиче¬ 
ского пространства Т имеет предельную точку,(хотя бы одну). 

Предположим противное, что у компактного пространства Т сущест¬ 
вует бесконечное множество 

МсТ ( 4 ) 

такое, что ни одна точка х. пространства Т не является для него 
предельной, т.е. для любой точки ж ь существует,открытое в Г 
множество 14 , содержащее точку х, и содержащее из точек множест¬ 
ва М самое большее одну точку , если она принадлежит М. 

(U 4 0M) £ I точка (5) 

Поскольку точки X, заполняют пространство Т , то соответст¬ 
вующие множества образуют его открытое покрытие 


1Л/;*Т (6) 

В силу компактности Т из этого покрытия можно выделить конечное под¬ 
покрытие U*. (ы-. і, .;., *) 

и, значит { (6) 

но поскольку в каждом Ч ы лёжит оу М самое большее I точка и их Ко¬ 
нечное число п , то получаем противоречие с бесконечностью множества^ 
'' Оказывается, что в случае счетности базы пространства Г верна. Щ 
обратная теорема:если всякое бесконечное подмножество топологкч|Эочске> 
пространства Т имеет хотя бы одну предельную точку, то ОЩ цемпактно 
Оказывается также, что компактность сохраняется Щ>% добом непре¬ 
рывном отображении (а не только при гомеоморфизме ( 60). 


§ 12. Другие ак сиома тики топологического пространству 
0 Определение топологического пространства через открытые его 
множества оказалось самым гибким и аффективным. Но к нему пришли не 
сразу. Сначала были более наглядные аксиоматики, более непосредст¬ 
венно обобщающие топологию евклидова пространства. 

Здесь нужно в первую-очередь отметить аксиоматику Хаусдорфа [25J 
через £"*- окрестности точек и аксиоматику Рисса [23] через близость 
точек к множеству. ■ 

I) Аксиоматику £аусдорфа топологического пространства Т Х 
Неопределяемыми объектами являются точки, неопределяемым отно¬ 
шением - £ -окрестности точек (не путать с окрестностью в тополо¬ 

гических пространствах по Александрову!) - подмножества в Т 

'рс9(Г) (і) 

такие, что каждой точке _ 

Х*Г (2) 

соответствуют некоторые из них £ (*) такие, что выполняются аксиомы: 
XI) £ -окрестность каждой точки х ее содержит 

эх, (3) 

Х2) Если точка ц принадлежит какой-нибудь £ -окрестности 
тонки х , то существует ее £ -окрестность £. Сч) , принадлежащая 
Ѵч 4 с £;<*■)■: (4) 

•ХЭ) Для любах двух £ -окрестностей одной точки X : £,Ы к £,(*-> 
существует £ -окрестность £ у <Ѵ, принадлежащая их пересечению 

V £,(*), З£ 3 (х) ( £j(xJ с 6 r (x)f)£ t (X.). (5) 

Тогда естественно обобщая'определение открытого множества в 
евклидовом (метрическом) пространстве (с.10), получим определение. 
Определение . Множество U в Т называется открытым, если для 
каждой его точки х существует £ -окрестность, 
ему принадлежащая 

\/х t(J 3 £(х) с U. (6) 

Из Х2) вытекает, что всякая £-окрестность сама 
является открытым множеством. 

Замечание 2 . Всякое открытое множество является объединением 
-окрестностей своих точек. 


Замечание I. 


Теорема . В силу аксиом XL ) открытые множества удовлетворяют 
аксиомам Александрова топологического пространства Т А (с.13), т.е. 
определяют модель J„(T A ) 


*)3десь £ -не действительное чалло,* а просто буква греческого алфа¬ 
вита, используемая для обозначения окрестности по Хаусдорфу 
30. 



Действительно, то, что объединение открытых множеств - открыто, 
почти очевидно. Докажем, что пересечение конечного числа открытых 
множеств - открыто. Рассмотрим пересечение двух открытых множеств 

Ш и=ц,пи 2 . г (?) 

Если х - любая точка пересечения U , то 

' X*Ui ІчУ. (8) 

Но в силу определения открытого множества существуют £ -окрестности . 
точки х , соответственно принадлежащие множествам Ц, 14 
] £і'Ы)'с Ui 

Тогда в силу аксиомы ХЗ существует -окрестность то.чки х 
надлежащая их пересечению 

3& ь (х) с £,(*> П АгС*). 

Поэтому в силу (9),(?) ., 

£ ъ (*) с O f 

т.ѳ. U -открыто. Отсюда следует искомое. 


(9) 

, при- 

(І0> 

(II) 


Чтобы доказать эквивалентность аксиоматик Александрова и Хаус¬ 
дорфа топологического пространства, нужно еще построить в теории то¬ 
пологии Александрова модель аксиоматики Хаусдорфа ( [Іі] ,с,26) 

Л т Лт х ; (к) 

и доказать их согласованность. . j 

В силу замечания 2 чтобы модель ) была согласована с 
нужно в качестве С -окрестности взять элемент базе топологического 
пространства Т А ^ 

Определение , ь -окрестностью точки лс«Т называется любое 
множество базы Т* , содержащее точку х 

Теорема . Определенные таким образом I -окрестности удовлетво¬ 
ряют аксиомам Хаусдорфа топологического пространства. 

Аксиомы XI), Х2 выполняются по условию определения а -окрестности 
Проверяй ХЗ). Поскольку £,(*;и открыты, то и пересечение их 

открыто, а значит является объединением множеств базы, 

_ в частности, поскольку V эх, содержит некоторый 
мемеят баш £,(х) , содержащий 'точку х : 

3 t s U) I * Ъ Ы) <*<1*іП*£*І Ш> 

Следствие. Ахсиомапоп Александрова я Хаусдорфа топологического 
пространства эквивалентны. V 

2) Ддодотдо £н£с§ юда*ооіче£*йф пространства Т 
Более естественно! и наглядной аксиоматикой топологического про¬ 
странства по сравнению с аксиоматикой Александрова является аксиомати¬ 
ка Риоса. 


Вернемся опять в евклидово пространство (в принципе все рассуж¬ 
дения будут те же и в произвольном метрическом пространстве). В Е„ 
'определил расстояние от точки зс до подмножества А как точную 
нижнюю грань расстояний от точки ос до точек и. множества ft 

I і *, ft) ■=■ I ^ «А. (15) 

Повтор V£sO О £ (*>0 а ~ Р- (16) 

Определение . Точка х называется близкой к множеству ft , если 

£<х,А) = 0 (17) 

Будем обозначать это так хЬй (18) 

Оказывается непрерывность отображения-пространства Е п на Е' 
эквивалентна тому, что при этом отображении сохраняется близость. 
Теорема . Для того, чтобы отображение 

( 19 ) 

было непрерывным в точке х 0 иеобходшло и достаточно, чтобы при 
нем сохранялась близость точки асъ к любому подмножеству А <■£* 
Ѵ'Ас£„ 1(я.,А)-0 -=*■ £(х«/ ft'jro (20) 

Необходимость. Возьмем любое 

■-■ £ >0 ( 21 ) 

и рассмотрим 6 -окрестность точки х/г f (Х с ) 

0 £ ( х;> (22) 

В силу непрерывности отображения f (19) найдется о такое, 
что образ S -окрестности точки х 0 принадлежит 0 ( (х о 0 

З&І f(O s (^))cO £ (**). ‘ ( 23 ) 

посолъ х . 8 д (г ^ Л:0) ш 

то в силу (16) существует точка ос множества Л 
ос с ft 


такая, что 


Тогда из (25) будет следовать 
а из (26). (23) • 
т.е. в силу (16) 


ос «г Og (*«,). 

je 'e ft ' 


(25) 

(26) 

(27) 

(28) 
(29) 


ОС V 0 £ 

' 8 А" АО* о). 

Достаточность. Докажем, что из (20) будет следовать непрерыв¬ 
ность отображения по Коши. Для этого нужно доказать, что если нет 
непрерывности по Коши, то и нет (20), т.е. если 

36 I J х I и* 0 х)<8' (зо) 

то неверно (20), т.е. оуществуеі такое множество А , что 

г<х«д;*о (31) 

а 32. • (32) 



■ Возьмем произвольное £ 
' си * (30) з*,| КХ.Х.Х8,, 

,08 “ е " S s -- ~in 




(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 


тогда опять в силу (30) ■ . . 

.IxJ и*.х г >< S a , tw>>4 

и т.д. получим последовательность точек 

ац,*»,.... 

такую, что о 

В качеотве множества Я рассмотрим объединение этих точек 
Д=1/х„ .,х к ... (39) 

В силу (38 1 ) для него будет 

г(*о,Л)*9 (40) 

т.е. близость не сохраняется. 

Тем самым можно ввести такое определение непрерывности отобра¬ 
жения Ь„ на £* по Риссу. - ' 

Определение . Отображение £ Л на £„ навивается непрерывным в 
точке х 0 , если сохраняет близость этой точки к любому подмножеству 
АсЕ " х 0 & А ==»• x/Sfl'. ( 4І ) 

ю, что тогда можно определить непрерывность всего отоб- 
с непрврьшность в каждой'точке, а также гомеоморфизм, как 
> однозначное и взаимно непрерывное отображение. 

Это наводит мысль на возможность в качестве неопределяемого по¬ 
нятия для аксиоматики топологии взять близость точки и множества. 

Оно будет отношением в ступени 

М * 9(Ю. Ш 

Каким теоретико-множественным соотношениям оно удовлетворяет? 

Легко доказать, что оно удовлетворяет следующим свойствам. 

Для точек сх,В,сьТ и подмножеств rt, В с Т имеетсяі 
PI) (А06)/е <г=> А У*, 
и Р2) (Qj /с <?=» О'ф 8j 

' РЗ) с6{*1 xSAj =*- сЗй. 

Эти предложения и взяты в качестве аксж» тадолсгдакеакя® иросог- 
ранства по Риссу ( [17] , с.24/. 


(43) 

(44) 

(45) 


—теорему с. II и теорему S2, получаем^ чгго долг того 
чтобы биекция £„ на £' сохраняла открытость, не обходило и до¬ 
статочно, чтобы сохраняло близость точки и множества. . 



Это наводит на мысль об эквивалентности аксиоматик Александро¬ 
ва и іЕисса топологического пространства. 

Чтобы втрого доказать их эквивалентность, нужно, как мы видели 
:( ;[ІІ] ‘ 0 .2&) в каждой из них -.определить модель другой 

: т Дт5 .зир-5 :*> 

и доказать их согласованность 

Ѵ( Ц г г'ІТ1»3 Г 'Сг*)тіеІ С4?) 

В пространеті , Риоса >Т* множество 0 называется открытым, 
если в ней нет ни одной точки близкой;к его дополнению 

T\U (40) 

В пространстве Александрова точка Л называется близкой к мно¬ 

жеству А ( 49 ) 

если она является его точкой прикосновения, т.е. .(с.19) любое откры¬ 

тое множество, содержащее с . пересекается с ft. 

Проверку того, что определенные таким образом отношения образу¬ 
ют модель одной аксиоматики в другой, и их согласованность предостав.; 
длем читателю » качестве упражнения. 

§ 13. Дп£Цішльные тододоЕцдо^иѳ_пдост 2 анства 
Поскольку понятие топологического пространства очень широкое, 
естественно выбрать среди них некоторые спец;'/' тыше, которые подчи¬ 
няются дополнительным требованиям. 

I) Пространства бли зост и В.Артемовича 

Заменяя требование сохранения непрерывности требованием сохра¬ 
нения р,авномерной непрерывности, іполуяим геометрию близости. 

В £„ определим расстояние между двумя подмножествами; А а 
Ь как точную нижнюю грань расстояний между их точками 

А, Ь) *• tin? С С *. I х *■ А ; 2 (I) 

Два множества А и /Й> называются близкими 

■AS&; ( 2 ) 

если пасстояние между нями равно нулю 

P(A,b)*Q ( 3 ) 

В£ п можно доказать, что выполняется теорема, аналогичная теореме 
с.32, т.е. для того, чтобы отображение 

С . (4) 

было равномерно непрерывным необходимо и достаточно, чтобы оно со¬ 
храняло близость любых двух множеств ( fl7j, с. 9). (Это верно и в 
любом метрическом пространстве). 

Отображения взаимно однозначные и взаимно равномерно непрерыв¬ 
ные называются эквимерпизмами. Значит, ими будут отображения взаим¬ 
но однозначные и взаимно сохраняющие близость мета 1 # любыми двумя 
множествами. 







Легко проверяется,. W отноиениѳ близости множеств удовлетворя*-- 
ет свойствам 

ЕО- й ре> =» С5)) 

El : (f\ue>) ?С Ьр'С, (6)> 

£2; ajl a #£*=& afg; J’J 1 

B' A^6 ~>3A<,e>£t}lT*fi, иъ л 5 a, / в, e><^. (8) ' 


В геометрии близости в качестве неопределяемого отношения при¬ 
нимается близость двух множеств, а в качестве аксиом -предложения 
(5). -(B). 

Легко' видеть’,- ЧТО-если в качестве одного из множеств, например, 
£:* взять одну точку/ С : ,. то будут выполняться аксиомы Рисса (с.33) 
топологического пространства,, т.-епространство Ефремовича будет 
специальным случае*» 1 топологического 1 пространства (впрочем так же как 
равномерная непрерывность'' является частный случаем непрерывности). 


2) ) ^дно2°йіще_Т0П2Логические пространства 

Это пространства;. которые одинаково устроены в окрестности каж~- 
ДЫ» своей точки, 

Ошэеделениа.- ОднйШдным топологическим пространством называет*»; 
ТШ>6' Топологическое" Пространство, что для любых двух его точек и'-ДЯР*- 
ббіР пары их окрестностей- бущесТвутот принадлежащие Им гомеоморфйй» 
ЛёКДУ ССбой окрестности,- 

Например, сфера, эллипсоид-,. параболоид, гиперболоид,' плоскость 
являютбй- однородными топологическими, пространствам", если рассматри¬ 
вать на них топологий;. ййдуцййОШШрр топологией объемлйЩего трехмер- 
ноі^евклидова пространств# 3 Противоположность ий конус не 

будет’ однородная •шомопичееким пространством, 

Т.-К.- никакая окреСТНОСТ^'е^вёршинЫ О не гомео- 
йорфна никакой достаТёЧйо малой окрестности любой 
Другой его точки. 

_ Также прямая, окружность,- эллипс,. парабола - 

однородные ТОПОЛогйЧескиѳ проО^фЭйёЭДа? • а и йар* пересекающихся прямых 
-нет. 

Среди однородных топМйЙ^й^асяж'-прострайстй^вйіделяются конечно 
мер ые. 

3) £онезноуерные ^іщо202ные_тоіЕлогическид; дрюстранства 

Введем понятие размерности однородного топологического простраа- 

ства, Определение .Однородное топологическое пространство Т называет¬ 
ся не более чем п - мерным 



dim Г * h 


(9) 



если для любого его открытого покрытия А существует открытое по¬ 
крытие ^вписанное в А (с.28) и.такое, что любая точка пространства 
Т принадлежит не более чем гѵі -ому открытому множеству покрытия 
В. Однородное топологическое пространство Т называется п -мерным, 
если оно не более чем п -мерное, но не является не более чем п-л 
-мерным dLm т< п ^ Ысю т ф n-t cUm Т-.п (І0) 

4) Пространств a_fc_ 

Пространством £ назовем топологическое пространство, которое ' 
можно представить в виде объединения конечного числа иепересекающшс- 
ся множеств, гомеоморфных евклидовым пространства Е к (не обязатель¬ 
но одной размерности). 

Наиболее важными топологическими пространствами являются тополо¬ 
гические многообразия. 


ГЛАВА П, ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗІИ 
§ I. Введение_ 

п мерные топологические многообразия являются непосредственной 
абстракцией простой поверхности. На I курсе ([8], с. 43) мы изучали 
простые поверхности как такие множества V в евклидовом пространст 
, что для любой их точки М существует 
> окрестность, гомеоморфная открытому кругу. Под 
окрестностью тогда понималась окрестность на V , 
индуцированная £ -окрестностью точки М в 
Е і , т,е. пересечение Q(M)cV (с.18). 

Заменяя 2 на п , индуцированную £ -окрестность на окрестность 
и добавляя к топологическому пространству вспомогательное ( [іі] ,с.ІІ) 
л -мерное евклидово пространство £„ , придем к такому определению 
О-мерного топологического многообразия. 

Определение , п-мернтл_топологическим многообразием М„ называ¬ 
ется хаусдорфово топологическое пространство Г , такое, что для каж¬ 
дой его точки х 6 Т существует ее окрестность U эх. , гомеоморфная 
внутренности п -мерного шара (без его поверхности) п -мерного евклидо¬ 
ва пространства £» , или, что тоже (для п =2 с.6) гомеоморфная само¬ 
му £„ . 

Примерами двумерного топологического многообразия г\ іу вложен¬ 
ного в £ ъ (с.І8) будут : сфера, эллипсоид, гиперболоид, параболоида, 
плоскость, тор, крендель. В теории топологических многообразий особен¬ 
но большое значение имеют так называемые сферы о ручками. Это поверхно¬ 
сти, которые получаются из сферы, если в ней проделать четное число 
круглых отверстий, разбить их на пары и каждую такую пару заклеить 



изогнутой трубкой - ручкой, как указано на рисунке 




_Бутилка Клейна - это поверхность, которая получается склеивани¬ 
ем обоих краев трубки', но не снаружи, 
когда получается тор, а как бы изнутри, 
когда каждая точка Я одного конца иден¬ 
тифицируется не с точкой (\ / другого, кон¬ 
ца, лежащей с ней на одной образующей!* а 
. например, ей симметричной относитель¬ 
но некоторого диаметра второго, конца труб¬ 
ки. В трехмерном пространстве ^ она реализуется только, поверхностью 
о самопересечением, т.е. бутылка Клейна как тошиюпнвсяо» многообра¬ 
зие не уложена в Е л . Однако, она является топологическим многообра¬ 
зием: для любой некраевой точки трубки, из которой получается бутылка, 
очевидно, что существует окрестность, гомеоыорфная открытому кругу,, а 
для иклеенкх точек - это очевидно иэ рвеунва. 

Проективная плоскость, как видели (о.7) моделируется в. Е у полу¬ 
сферой с идентифицированными диаметрально противоположными точками 

края. Для любой рекраевой точки М полусферы, очевид- 
I—но, что существует окрестность, таиевиерфйая^оіфытому 
кругу. Рассмотрим точку L на іфшг пвяур$еры-щ’’ей 
/диаметралыю противоположную tC и.'доотаточно малые 
полукруги . аіщусфери с центрадаявгточках L и L' и 
их объединение. На касатвяыдю оаоскссть- ТХ- куполу сфере в точке L 
это объединение спроектаруется из центра^ 00 ве’внухренность одного 
круга, т.е. будет давать окрестность,.гомеоморфнург,открытому кругу. 
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Примером одномерного топологического многообразия является ок¬ 
ружность в с топологией, индуцированной топологией £, . Тогда 
окрестностью любой ее точки М служит интервал окружности, еодержа- 
R м щий эту точку. 

Несколько более сложными топологическими прост¬ 
ец __ранствами являются топологические многообразия с 

краем. 

Определение . ; -ілерныг.і_топологическим' многообразие с краем М п 
называется топологическое пространство Т , каждая точка которого 
имеет окрестность, гомеоморфкуто либо внутренности шара _£) п , либо 
полушара (часть диаметральной плоскости полушара, внутренняя к 
соответствующему шару, причисляется к окрестности, а поверхность ша¬ 
ра - нет) h -мерного евклидова пространства £„ (или что тоже, 
имеет окрестность гомеоморфную полупространству £~ ). Точки, кото¬ 
рые обладают окрестностью 2-го типа , называются краевыми, а множест- 


Опрсделение . Двумерное топологическое многообразие и двумерное 
топологическое многообразие с краем называются соответственно 2-по- 
верхнсстью и 2-поверхностью с краем. 

Для краткости, там, где не опасна двусмысленность, 2-поверхности 
и 2-поверхности с краем будем называть простр поверхностями. 

Определение . Одномерное топологическое многообразие называется 
линией. 


деление. Множество точек поверхности , на котором топо¬ 
логия поверхности M z индуцирует одномерное топологическое многообра¬ 
зие называется линией И на поверхности M z . 

Теорема . Край m двумерного топологическо- 
- го многообразия с краем есть одномерное 

\/^ топологическое многообразие М, 

Докажем, что всякая точка М края в топологии, индуцированной 
на край, тлеет окрестность o^J гомеоморфную интервалу (отрезку без 

5 концов). 13 силу определения краевой точки точка И 
будет иметь окрестность 0(М) в Н* гомеоморфную 
fisj ? полукругу с центром в точке М , к которому- при- 

_ числяется гомеоморфный образ диаметра J Д б[ полу¬ 

круга без концов. Любая точка // интервала JA&[ краевая, т.к. для 
нее не существует круга с центром в точке // , принадлежащего М Т 
Любая точка Ь окрестности 0(М ), не принадлежащая интервалу ] (\ 
не краевая, т.к. для нее существует круг с центром в точке L и цели¬ 
ком принадлежащий 0(М^ и значит . Поэтому в индуцированной то¬ 

пологии на край по, в которой окрестностью о(М точки 14 будет пере¬ 
сечение окрестности 0(М )с ил (с.18) 0 (M)~0(M)h 
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(I) 


.этой окрестностью будет интервал3^6Г. 

Определение .Компонента края поверхности называется ее контуром^ 
Рассмотрим примеры поверхностей с краем. 

I) Полуплоскость JC, , к которой причислена прямая Z , относи¬ 
тельно которой взята эта полуплоскость; 2) Полусфера с краем; 3) по- 



лугиперболоид с краем; 4) Сфера с г отверстиями (дырами). Приг =2 
она гомеоморфна цилиндру, а при г =1 гомеоморфна диску (кругу с краем) 



узкого прамоугольника , если один конец прямоугольника повернуть на 
180 и склеить с противоположной стороной. Он имеет один контур. 



Определение .2-клеткой называется диск (топологическое много¬ 
образие с одним'контуром, гомеоморфнбе замкнутому кругу) с несколь¬ 
кими в { I* 2) фиксированными точками на краю. Эти точки называют¬ 
ся вершинами клетки, а дуги края между соседними вершинами - сторо¬ 
нами или ребрами клетки. Такая клетка называется I -угольной.' 

Определение. Клеточным разложеішемКповѳрхности называется ее 
представление в виде объединения клеток такого, что пересечение 
двух клеток может состоять лишь из общих ребер и общих вериа*&-СйВО« 
купность ребер и вершин клеток данного клеточного разложение 
поверхности М г называется его £С£Овоод. 

Клеточное разложение поверхности из треугольны* вавадияназыва- 
ется зриаягулзодей поверхности. 

Всякое клеточное разложение всегда можно йрезрйѣтЬв триангу¬ 
ляцию, разлагая, если нужно, любую клетку на трезвФЙИые*. • 

Для 2-поверхности (2-поверхности о крае*# ШЯ&Ш следующая 
ватная и очень трудная теорема о ее клеточной {йШжении. 

Теорема .(без доказательства). Всякая г-пбЩЖнбсТЬ допускает 
клеточное разложение. 

Одна и та же поверхность может допускать различные клеточные 
разложения. Например, сфера допускает разложение на £ двуугольных 
клеток ( (I2J , с.43), на две п -угольные клетки. Также она допуска¬ 
ет разложение на четыре треугольные клетки, а именно- 1 такое: впишем 

39. 



в нее правильный тетраэдр и спроектируем его ребра из центра сферы 



на нее. С другой стороны ( (I2J.C.36) сфера допускает триангуляцию 
из восьми треугольных клеток при помощи трех больших окружностей, 
не имеющих общих точек. 


Плоскость можно замостить паркетом из прямоугольников, пяти¬ 
угольников, шестиугольников, четырнадцатиугольников, ; 



Более того, клеточное разложение поверхности может быть сколь 
угодно гулким, т.е. для любого открытого покрытия А поверхности 
существует клеточное разложеіше ее, вписанное (с.28) в это покрытие 
(любая клетка принадлежит некоторому открытому множеству этого покры- 
ТШІ ^ • Вводя соответствующие понятия, можно доказать аналогичную тео¬ 
рему для п -мерного топологического шогообраэия М„. 

Следствие .Одномерное топологическое многообразие допускает кле¬ 
точное разложение, вписанное в любое его открытое покрытие. 

Очевидно, что всякое топологическое многообразие является одно- 
родішм топологическим пространством.Однако, при помощи только что 
сформулированной теоремы можно доказать, что это топологическое про¬ 
странство п -мерноеДокажем это для п равного 2. 

Теорема Всякая 2-поверхность япляется двумерным- топологическим 

іірОСТрШіе'і'ВОМ. 

Действительно, рассмотрим, клеточное разложение поверхности, пре¬ 
вратим его в триангуляцию Д и определим открытое покрытие таким 
——-л образом: в качестве открытых множеств возьмем "звезды” 

вершин М этой триангуляции, т.е. объединение тре- 
угольных клеток триангуляции д , тлеющих М вершиной 
и без противоположных сторон точке М . Тогда, если точка )С явля¬ 
ется точкой треугольной клетки а , то она принадлежит трем нашим 
открытым множествам! звездам с титрами в вершинах этой клетки <х , 
если является точкой ребра, то принадлежит двум открытым множествам: 
звезда:,; с центрами в концах этого ребра, если сама является вершиной, 
то принадлежит одному открытому множеству -звезде с центром в этой 






точке. Тем самым будет выполняться второе условие двумерного тополо¬ 
гического пространства (с.35). Беря достаточно мелкое исходное кле¬ 
точное разложение, получим покрытие 6 вписанное в любое заранее дан¬ 
ное покрытие А , т.е. будет удовлетворяться и первое требование. 

Заметим, что в случае сферы и плоскости имеется разница: сферу 
можно разложить на конечное число клеток, а плоскость - нет.' С дру¬ 
гой сторон", сфера по лемме Бореля-Лебега (с.29) в силу ограничен- • 
ности и замкнутости компактна, а плоскость в силу неограниченности- 
нет. Оказывается в имеется закономерности 

Теорема . (бе: .азательстза) Всякая компактная поверхность (воз¬ 

можно с краем) допускает конечное_клеточное разложение (вписанное в 
произвольное открытое покрытие). 

И обратно, если поверхность допускает конечное клеточное разло¬ 
жение, то она компактна. 

Тогда очевидно, что компактная поверхность является пространст¬ 
вом £ (с. 36), т.к. если ее конечное клеточное разложение имеет <х 2 

клеток и остов его состоит из o< t ребер и вершин, то ее модно раз¬ 
бить на непересекающиеся множества гомеоморфные £„ , а именно на « г 
открытых клеток, гомеоморфных £ г , ы, открытых ребер гомеоморфных £, 
и о( 0 вершин гомеоморфных £ 0 . 

Определение . Компактная поверхность называется замкнуто^ поверх¬ 
ность^ призеров 2-поверхностей на с.37 компактными в силу своей огра¬ 
ниченности по лемме Бореля-Зіебега будут в £ 3 сфера, эллипсоид,. тор, 
крендель, офера с р ручкаш, а из 2-поверхностей з краем - лист Ме¬ 
биуса. Остальные 2-поверхности с.37 -не компактны. Поэтому первые до¬ 
пускают клеточное разложение из конечного числа клеток,например, сфе¬ 
ра на с,, 40, а вторые - лишь бесконечное клеточное разложение, напри¬ 
мер, плоскость на о.40. 

Проективная плоскость допускает клеточное разложение (С.16) из 
четырех треугольных клеток, поэтому является компактным топологиче¬ 
ским многообразием. 

Бутылка Клейна также компактна, т.к. допускает конечное клеточное 
разложение. А именно, рассмотрим .клеточное разложение трубки в боко¬ 
вой поверхности параллелепипеда, каждая грань которого разделена на 
две. Склеивая одинаково обозначенные ребра ее контуров, ію лучим бу¬ 
тылку Клейна * ее клеточнвб 
' разложение из восьми кдетсщ, 
восьми вершин щ шестнадцати 
ребер 

<яг г *і, (2) 
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'Теорема с.41 переносится на любое п 

Те оремаі Всякое компактное о -мерное топологическое многообразие 
допускает конечное клеточное разложение. 

Поскольку клетка связна, а каждое связное подмножество принадлежи 
жит одной компоненте (с.26), то отсюда легко следует такое утверждение. 

Следствие . Всякое компактное п -мерное многообразие имеет ко¬ 
нечное число компонент. 

Рассмотрим окружность. Мы уже видели (с.38), что она является то¬ 
пологический многообразием. По лемме Бореля-Лебега в силу ограничен¬ 
ности изамкиутости ее в она компактна и, значит, допускает конеч¬ 
ное клеточное разложение в виде простой замкнутой ломаной. Зерно и об¬ 
ратное . 

■ Теоі>ема 2 Всякое связное компактное одномерное топологическое мл о? 
гообразие гомеоморѣно окружности. 

Это прямо следует из теоремы 1 для и =1 в силу которой оно гомео- 
морфко простой замкнутой ломаной из конечного числа звеньев. 

Эти теоремы позволяют дать такое топологическое определение ок¬ 
ружности. 

Определение . Простым циклом (или окружностью) называется компакт¬ 
ное связное одномерное топологическое многообразие. 

Тогда всякая прямая на проективной плоскости является простым 
циклом, поскольку она гомеоморфна окружности (с.6). 

Из следствия для п =1 и теоремы 2 , получаем такое утверждение 

Следствие .Всякое компактное одномерное топологическое'многообра¬ 
зие -является объединением конечного числа простых циклов. 

В дальнейшем будем рассматривать только компактные поверхности. 

§ 2. Связность топологического многообразна 

Теорема . Для того, чтобы компактное топологическое многообразие У 
было связно, необходимо и достаточно, чтобы любые Две ее клетки 
любого ее клеточного разложения можно было связать цепочкой клеток 

.... (I) 

любые две соседние из которых имеют общее ребро. 

Достаточность. Рассмотрим произвольные две точки ж (< х л «Ѵ и 
клетки их содержащие 

л ,эх„ ( 2 ) 

и цепочку клеток (I) .их соединяющую. Поскольку клетки связные множест¬ 
ва, то в силу теоремы с.23 вся цепочка будет связным множеством С(эс,х я ) 
.содержащим точки зс,,х„ , а потому в силу теоремы I с. 23 V -связно/ 

Необходимость. Пусть У -связно и клетки Л 1 и нельзя со¬ 
единить цепочкой (I). Рассмотрим все клетки , которые можно сое 
единить с клеткой X, цепочками вида (I). Совокупность их образует 
клеточное разложение, т.е. топологическое многообразие Ѵ% . Дополне- 
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ние его до у очевидно также образует топологическое многообразий' 

\^. Ни одна клетка^из Ѵ л ни с одной клеткойииз Ѵ 2 не имеет общего * 
ребраД^ибо в противном случае клетку 6^ можно было бы череда л}', 
соединить цепочкой с х ч , что противоречит разбиению.. Также 1 *ни одна 1 
клетка ни с одной клеткой сѴ^ не может иметь лишь однуѴ'оФщую 
вершину Л , ибо в противном случае окрестность этой точки */Ф не 
была бы гомеоморфна Е г (или £ 2 • ) что проТшОрѳчйт 
ѵх определению топологического многообразия. 

Тем садым многообразия V, и не перепекаются. 
Поскольку они оба замкнуты как объединения клеток - замкнутых множе¬ 
ств., то получаем, что множество V несвязно. 

Теорема . Для того, чтобы компактная поверхность была связ¬ 
на, необходимо и достаточно, Чтобы она была линейно евйзйа. 

Достаточность следует из теореш с.23.Докажем достаточность. 

Пусть точки ас, и х„ принадлежат ’кйеткам зЪ;,и JE*,-. 
и (I) - цепочка клеток, их соединййщая;- Выберем -на 
общих ребрах соседних клеток по тоЧКе* 

и рассмотрим дуги х,у, и и. . и х п принадлежащийкШкам JC 4 - 

: ■ Г’ •<«> 

Они образуют линию j . 

соединяющую точку дс, с точкой сц, и 1іринаіііЩЩр( ѵ> Мй6Р0образйі6 АЛ 

§ З.П0ДЯ&О2 СВДЗНО£ТД ПО£0РХ]р£Т£. ! 

Как мы видела (с. 27 ) связноб#Р , іШ%рШйЙ# : является л тЬйологйт' 
ческим инвариантом. Более того* сШШШѢ ь гйй і ер&йі , б(1й'й , можно 'измери^ь^--. 
Соответртвующеѳ число также будей' 1 эйййШ- 1 и 

так называемым п 


Дело в том, что'некоторый* сйШйіё ■пдйерхнббйг*# eft' “ дадрера , по 
замкнутой проотой линии (ідойВДУ ДОыДО* раййаййёйШ*нА две части, 4 
а нѳкоторыѳ-нет. Например, сфера»*; йайШ^вйё^йЬЬФЙ^'нб' если на 
— » офере провеотв*лШ^ 1, п^ЬБШ і! ціікЙ ! '(424Й'’--лйнию гомео- 

Ѵ\ морфную оіф5ШШ)?'#оЙШ№ ь йо 0 иЩ'р^|Й!в, • тѴ ШГ* 

распадается 1 гі^ді^пййёрЗйЬе'ти 1 ;' 1 кЩШиз’которыЗ^гомео- 
морфна дий^й,-йе^-пБРёбШт быть 
Боли же на торе пр*ЙЙШ : іфЬстой цикл -меридиан иМ >! простой цикл 
- параллель, или и то и^дф&ое вместе и' по ним сделать разрезы, то 

© связной® не нарушится - значит она более крепкая, 
чем у сферы. 

определение . Простой цикл связной поверхности, разрез по которо¬ 
му не нарушает связностей называется существенным^ а альтернативный - 





- несущественным^. 

Пршеры. І.На сфере любой простой цикл - несущественен. 

2. На торе любая .параллель - существенный цикл, любой мериди¬ 
ан - существенный цикл. 

3. Сфера с f ручками (с.36) тлеет одновременно существен¬ 
ных циклов, соответствующих их меридианам и параллелям каждой ручки. 

4. На листе Мебиуса (с.39) экватор (поясок) является существен¬ 



ней больше существует существенных циклов независимых между 
собой на связной поверхности, тем сильнее ее связность - больше по- 
радок связности. 

Тем самым мы приходим к определению порядка связности поверх- 
ностиѴкагг числа независимых существенных циклов на ней. 

Однако, здесь нужно дать математическое определение входящим 
терминам: простых циклов, разрезов по ним и независимости между ними. 

В дальнейшем под линией на поверхности буд дм понимать линию, со¬ 
стоящую из ребер некоторого клеточнбго разложения поверхности, и со¬ 
ответственно, простым циклом - линию гомеоморфную окружности, элемен¬ 
тарным простым циклом клеточного разложения назовем край любой одной 
,ёго клетки. 

Перейдем к определению разреза. О- Очевидно, должен быть мате¬ 
матическим обобщением известной операции с ножницами. Но если рао- 


--—р— j смотреть, например, лист бумаги и прямую линию на 

<*' нем, то разрез ножницами разделит все точки листа 

на две части. А при математическом делении прямая 
<**- I по аксиоме^ [IX], с. 57) плоскость делит на 

-- две части - .открытые полуплоскости <*, и р^-лишь 

точки плоскости, не принадлежащие этой прямой. А как же быть с точ¬ 
ками самой прямой I ? Причислить их только к одной полуплоскости,бу¬ 
дет несправедливо по отношению к другой. Тут есть два выхода: либо 
никому, либо обеим, т.е, либо разрезом назвать удаление_линии І , ли¬ 
бо линию £ удвоить (рассмотреть два ее экземпляоа) 

I — 1,*£ г * (I) 

и каждый экземпляр присоединить - одной полуплоскости' 

<5 2 '»о< і и£ 1 , (2) 

получи.! две замкнутые полуплоскости. 
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Остановимся на втором определении, т.к. тогда I) соответству¬ 
ющий'- разрез не будет'Нарушать компактность и 2) при нем легче опре¬ 
делить обратную операцию - склеивание контуров (или одного контура. 
С-Оййим собою) как отождествление их точек. 

Определение . Разрезом поверхности V по внутренней ее линии ■& 
называется операция, при которой рассматривают^ 
ся два экземпляра линии ?■: .. 

l~t t + <«) 

^ и переходят нс поверхности у , для;которой 
І у и І й являются новыми краями (Ловим краем)''.. 
Разрез по краю - тождестве». 

Операция обратная разрешу называется склеиванием;. Ее мы имели,, 
когда определяли сферу с ручкам» (to.3S))„ бутылку Клейна (с.37)„ ког¬ 
да доказывали (с.7), что оклеившидиаметрально противоположные точ¬ 
ки края полусферы, получаем модеяв- проективной плоскости.. Значит;, 
разрезая проективную плоскость пс> произвольной прямой&т.к.. проек-- 
тивная плоскость с произвольной пряной является; моделью расширенной, 
илоскости с несобственной; прямойі ((03j„ ov 103)),. получим, поверхность,. 
гомеоморфную полусфере; Ф одним краем; иди проектируя; ее,- на; 

*' плоскость зь - диск е краем-,, или-сферу о од- 

/НОЙ дырой,, или С с «6); сферу без едкой тон»»;. 
Поскольку полученная поверхность, свявна», зяа-- 
чит,- любая' прямая на проективгіай. плогакооти - 
^^стввнный_п2кл.- і 

Замечание.- Однйкбѵ очень важно заметить, что , азрв*5 по линии і 
ійййрШйИ V и удаление линии t j&m один и тое жее эффект д ля 
&2ШШШ йШуЧйтйыХ йбйерхяоетеі V и / , ибеоѴ^ получается из V* 
УЯШМШ Яр# Которое т связность поверхности не влияет. 

№А бЯрвДвл&ш судествеяяости цикла: иногда; будет удобнее 
ЩШЩМШі of© удаление. Например, рассмотрим; модель проективной 
8ШЖѲ6Ш; рабШрШір) плоскость я*с fj. и' на- ней произвольную пря¬ 
мую I . Ее всегда можно спроектировать 
из произвольной точки S , ей не принадле- 
——у жащѳй, на друруй- плоскость зс' так, чтобы 
, / эта пряма» & nepea^ в несобственную пря- 

—/ мую $'* ййЬсКОбТя к ' ([9] , с. 103). Удаление 

Іё йёООбственной прямой из райНЩШйЬ# плоскости превращает ее в обыч 
Щгй ёвклидову плоскость, кобвязна. Поскольку проектирование - 
?ёмёоморфизм, то и Jt\ I гйІяШ,- 

Теперь можно сформуЖройаІйг критерий существенности цикла. 
Теорема . Для того 1 .' чтбйі^ йМнуШі'лёгая £ Поверхности)/ была 
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.существенным цвддаоц, ійаобЩШО и достаточно, чтобы любые две клетки 
-ее, клеточного разложения даожно .-было 4ы .соединить цепочкой клеток, ни¬ 
какие две соседние из которых не имеют ..общее ребро принадлежащим линш 
і. Действительно, тогда эта цепочка .будет цепочкой и для любых двух 
клеток поверхности / , котрая получается .из V разрезом по t , а по¬ 
тому в силу теоремы с.42 поверхность ѵ (будет связна, и, значит, ли¬ 
ния t -существенный цикл. 

ІВеооема .Для тою, чтобы замкнутый достой разрез I был сущест- 
мшым, необходимо я достаточно, -чтобы -какие-нибудь две клетки Л, и 
примыкающие друг к другу цо ребру, принадлежащему 
■разрезу., можно было соединить цепочкой клеток, ни¬ 
какие две соседние из которых не имеют общее ребро 
принадлежащим разрезу, ®,е, минуещей ррзрез. 

1 Необходгаюсть_очеви.цна из предыдущей теоремы. 

Достаточность. I. Если прибрежную клетку л, с ей противополож¬ 
ной через £ клеткой л( можно соединить цепочкой 



из JCj или л' 


Л л <5 г , _ S’**,' ' (4) 

не переходящей разрез, то любую прибрежную клет¬ 
ку л і можно будет соединить такой же цепочкой с 
ей противоположной через разрез £ клеткой 7і с ', 
Действительно, двигаясь вдоль разреза, мы соеди¬ 
ним цепочкой клетку X, по крайней мере с одной 
пусть с. X- , т.е. цепочкой 


...,Я 4 (5) 

тогда -противоположную клетку л*' с другой стороны разреза £ можно 
будет соединить цепочкой с л' 

( 6 > 

о л/, также не. переходящей разрез. Тогда цепочек (5),(4) и (6) 

ЯГ;,..., -К„в аі ... Я,';,. л/ (7) 

будет искомой цепочкой. 

2. Любые две клетки Л и б можно соединить цепочкой, не переходя# 
щей через разрез, т.к, в силу связности V их можно соединить цепоч¬ 
кой клеток на V (с. 42), а если эта цепочка переходит разрез, т.е. 
в ней присутствует в качестве соседних две прибрежные клетки ЗГ 4 я л/, 
то переход от зс- к JE. х по ребру разреза можно заменить окольным путем, 
минуя разрез в силу доказанного в части I. Тогда в силу предыдущей 
теоремы разрез по этой линии £ существенный. 

Теорема .Если на поверхности с краем имеется существенный цикл z 
в который входит часть />*3J края, то сущест¬ 
вует существенный разрез &', все точки ко¬ 
торого - внутренние. 
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Пусть внутренними вершШШР разреза 1 £ соседним» соответственно 
с вершинами А и В будут тбчшб*,. и' в}. Лини» 1 бббиваййм через 

Ш 

Рассмотрим цепочку & 0 кл &5Ж, приИШЮщй* я г с . ребрам» и ш вершйна- 
№ » ДЛЯ которой любые две соседние й№ёй¥‘ Общее- реброѵ ffy«№ ломаная 
tJ-Af ... !Ь 1 допояКяОФ Ломаную z„ ДО-' Hpatf Зтой цепочки && .. За- 
МСйШ в разрезе z ломаарр Z 0 ломаной г/ ,. пользам разрез 1 %' и до- 
ШквМу ада он. искомый'* ЙОЗЪмем две соседние Чёреб исходный? разрез у 
й&ШШ 35, и ос/’ , йб «ямдацие в прикраевую цепочку £ ъ * Еай» брать-' 
йй.1 У достаточно КШШе- клеточное разложение, что : возможно ё силу 
теоремы то 1 ТЗЖС всегда найдутся. Из существенное^» разреза 

Z и» йёШР соедйШ№ ЦОйочкой Л клеток 

С9> 

и» й^рШЩВівй черш разрез 2 . Если в эту цепочку (0 йоі&ет пол- 
йбСТЬй 5 ят'щ&№№ ЦёПОчка Л 0 


то заменяя ее цепоЧШ# д/ > примыкающей к ломаной д 0 ' с ДруРОЙ сто¬ 
роны, получим цепоЧ»^ Of л, до' зі/ , не пересекающую замкнутый- раз¬ 
рез 2 ' . Б силу тйОрШУ 46 Z' - существенный раэрОЗѴ 

(£іШствпе . Теорема верна, когда ѵсуевк^Нф» 
СОСТ’6 Ш и-3 одной точки* 

Пт’Обы измерить стезёй? связности повер-— 
зШ®®#* введем- понятие ЗОрйДка евЯзностиі 

К ше&тм# У * і 

ОггоеделейиР .- Простые ЩШ %< Ш&і&Ш г® разложения К поверх¬ 
ности V таЗыійкМЯ cnjp >£0 Сел» 3 каждом из них име¬ 

ется хотя бй оД#0 рабро 

(II) 

не принадлежащей (12) 

йоридкоМ связности <| клеточного’ разложения К 
йопархнбети V йгййвагёГйй максимальное число спяшо' независимых 


клеточного 



spacfse* ЦИКЛОВ Zj его* Одновременный разрез по> которым не нарушает 
ОМЗЗОСтЦ Поверхности V (одновременно существенных) .- 

он является топологическим инвариантом разложения К. 

Ш фіЩШ (с* 54 ) мы докажем,- что порядят, связности различных 
клетОЩШ рШсШвйй К< поверхности V рай®' между собой и тем са¬ 
мым мы получим топол0тиЧб6К1_Й йЁвариант самой поверхности V - поря¬ 
док бе связности.' Б силу замечайия с.- 45 порядок связности поверх- 
ноеТй V будет равняться' числу сильно независимых циклов, которые 
можнО удайнтЬ иЗ йгаверхности без нарушения ее связности. 
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Например, рассмотрим проективную плоскость.Одинсдаааественный 
простой цикл на ней заведомо существует, ибо им является любая пря¬ 
мая (с. 45). Если из двух простых циклов на ней'’один, пусть 

& -прямая, то удаление прямей $ превраща¬ 
ет проективную плоскость т аффинную ([93, 
с. 103), а простой цикл -на ней будет 
гомеоморфен эллипсу, гиперболе, параболе 
([9], с. 106) или другой прямой, а они, 
как известно, разбивают, аффинную плоскость 
на два несвязных между собой куска. Тем самим разрез подвум простым 
циклам, один из которых - прямая всегда нарушает связность проектив¬ 
ной плоскости. Это яшаодит на мнсльао апи?, «іпго порядок связности^ 
проективной плоскостирравен I, однако не доказывает это предположе¬ 
ние: может быть существуют какие-нибудь другие два существенных цик¬ 
ла, разрез по которым не нарушает ее связность. 

;,іы видим, что даже для такой сравнительно простой поверхности, 
как проективная плоскость, определение порядка связности достаточно 
трудно, однако, существует регулярный, эффективный и простой способ 
его нахождения для любой поверхности. Его дает теорема Эйлера для по¬ 
верхности (с. 52 ). Доказательству теоремы Эйлера способствует изу¬ 
чение линейного комплекса (графа). 

' § 4. Динейный_к 2 мняекс (.г^аф). 

Рассмотрим совокупность ребер и вершин (остов ) клетбчного раз¬ 
ложения поверхности V (поверхности с краем) (не обязательно связной). 
Этот остов является частным случаем линейного комплекса. 

Оп ределение. Линейным комплексом называется конечное множест¬ 
во множеств, гомеоморфных отрезкам (с концами) и точек, называемых со¬ 
ответственно ребрами и вершинами, таких, что 

І)концы каждого ребра - вершины,2) каждая вершина - либо конец 
ребра, либо изолированная точка, 3) любые два ребра могут пересекать¬ 
ся лиш ь по вершинам _ 

да ^ XJ 

Линейный комплекс будет топологическим пространством, если, на¬ 
пример, в нем объявить такую топологию: открытым множеством называет¬ 
ся всякое ребро без концов и звезда любой его вершины, т.е. совокуп¬ 
ность любой вершины и ребер, имеющих эту вершину концом, но без втор 
рых концов этих ребер, а также открытым множеством считаем любое объ¬ 
единение предыдущих. Можно на нем рассматривать и другую топологию, 
например, гомеоморфную топологии, ивдуцируемой на линейном комплексе 








трехмерного евклидова пространства топологией этого пространства. 

Определение . Цепочкой ребер линейного комплекса называется упо¬ 
рядоченная последовательность некоторых его ребер такая, что два со¬ 
седних имеют общую вершину, т.е. ломаная из ребер. 

Теорема. Ддя того, чтобы линейный комплекс был связным, необхо¬ 
димо и достаточно, чтобы любые две его вершины можно было соединить 
цепочкой из его ребер (т.е. чтобы он был линейно связан). % 

Необходимость. Рассмотрим все вершины, которые можно соединить 
с одной вершиной А цепочками таких ребер. Они вместе с этими реб¬ 
рами образуют линейный комплекс К* , любые две точки М иѴ кото¬ 
рого можно соединить ломаной из ребер комплекса К*, взяв, например, 
объединение ломаных, соединяющих М с А и А с X , Если вер¬ 
шина 6 не принадлежала бы комплексу К* , то:І) комплекс 

КГ=К,\К* > и (I) 

- непустой, ибо,содержит точку В , 2) комплексы К* и К”не пере¬ 
секаются, 3) как всякие комплексы они открыты, тем самым К* и К,“ 
являются компонентами К л , что противоречит его связности. 

Достртрчностр. Если бы существовало бы хотя бы две компонента 
у комплекса К, , то любую точку одной компонента нельзя было бы со¬ 
единить с любой точкой второй компоненты, ибо в противном случае am 
компоненты совпадали бы. j . 

Связность линейного комплекса можно измерить.; По аналогии с зй>- 
рядком связности клеточного разложения поверхности (с.47) дадим 
кое определение. Г , 

Определение .Порядком связности р л (К,) линейного кшшьекса X, 
называется максимальное число его ребер без вершин (открышнж. ребер)» 
которые можно удалить из него без увеличения числа его «емвюнент. 

Замечание. В частности, если исходный линейный комплекс связный, 
то порядок связности это число открытых рабНф» которые можно 

вынуть из К, без нарушения связности. 

Определение. Проотые цикла 

Д,,.... йи 0|2 )і 

линейного комплекса К, называются сильно везавасимыми,, веди, ц, каж¬ 
дом г- из них имеется хотя бы одно ребро 

а 4 са; ф) 

1 ** *** ( і) 

Зафиксируем по одному такому ребру на ник 

£( 5 ) 

Эти ребра Q a для сильно независимых щхящ будем называть раз- 



Например, 


4 > 


в линейном комплексе остова поверхности тетраэдра 
имеется три сильно независимых цикла. 

Теорема . Порядок связности р 1 («,) линейного 
комплекса К,, равняется максимальному числу ф 
сильно независимых его циклов 

Р,*Я ‘ (6) 

Доказательство разобьем на две части: 

I) р, і \ 2) % ^р 1 (7) 

I) Вынем из комплекса все р л открытых ребер 

a j r<i W’ j-* 1- , Pi (8) 
которые мокно вынуть без увеличения числа компонент. Получим комп¬ 
лекс К" Поскольку вершины и можно было соединить ребром 
а они 1 принадлежат одной компоненте, а число компонент не увели¬ 
чилось, поэтому и после разрушения моста^сг из А, в можно бу¬ 
дет добраться окольным путем, состоящим из ребер комплекса К, .Воз¬ 
вращая к этой ломаной, соединяющей ^ ■ с 6; ребро Q. .получим цикл 
Z, сильно независимы, так как ребро а,-по 
построению принадлежит лишь одному из этих циклов 
Z, , т.е. 

J _ О) 

2) Обратно, если в К* имеется самое большее ф. сильно неза¬ 
висимых циклов Zj , то в силу ІЗ) с. 49 для любого из них имеется 
по крайней мере одно ребро 

a S~ <A j b J > > * (10) 

не входящее в другие циклы _ 

О j <- 2 К> к (II) 

поэтому после удаления всех этих ребер Qj вое остальные ребра каж¬ 
дого цикла Zj сохранятся и мы сможем от точка Aj до точки 6 перей¬ 
ти по ломаной из оставшихся ребер цикла Zj . Тогда линейный комплекс 
К ,* =• КД I Qj і (12) 

будет иметь столько же компонент , что и р„ у К, 

Ро » Ро (13) 

Действительно, т.к. любые две точки М и У одной компоненты комп¬ 
лекса К , можно соединить ломаной из ребер К, , 
то их мокно соединить ломаной из ребер К* .заме¬ 
нив в пути, если нужно, обрушенный мост Qj околь¬ 
ным путем по соответствующему циклу 2 . 

Значит, по крайней мере ^ ребер можно вы¬ 
нуть из К, без увеличения числа компонент, т.е, 

Я 4 Рі. (14) 

Из (9) и (14) следует (8). 


Следствие . Если порядок связности линейного комплекса равен О 
Pi(Kj*0 (15) 

то комплекс не содержит ни одного цикла.(Такой комплекс называется 
деревом). 

Порядок связности линейного комплекса можно подсчитать, зная 
число ребер и вершин его по теореме Эйлера для линейного комплекса. 

Теорема Эйлера для линейного комплекса < 

«о~ -Ро’Рі (16) 

- числа -Йёрйён * г и н^бѳр, р 0 -чййіъ ‘компонент комплекса^ 
<р~- поіШк свя ШсВДг. 

ШМ> \іі) 

называется характеристикой ІЖ 1ЙШ) «В» %. 

Доказательство,. Вынем Ѣ % % Ш№ Ш, 

. но вынуть из него без увеличения его койШёІГг. Для ком * 


плекса К* тогда будё% 


Поскольку больше’ .из \* нельзя вынуть ребро бё'ё Т№б, чтобы не ^ 
личилось чвсзіЬ компонент, порЗздок связности комплекса К* равен нулю 
р,№»0 ^ ЧХ9) 

(он явлЯё¥с& -і^ёвом) . Докажем тогда, что в каждбй тй ір 0 'его компо¬ 
нент Н, Ш6 %©рсшн на единицу, больше числа ре deft 

<х 0 1 - оі j = il ... і = *j .: v, Рр а (20) 

'Для «¥65% Шй'гйа Докажем, что в каждой компойеШе Шёется концевая 
ШоА.’, $•♦%*. ЩШг, которая либо изолированна», и верно’ 

Шѵ ШбЬ ffl&effik ШЩи лишь одного ребра*. ІШйй-гательно, ёЬШ 
¥еШШШк Ш ШШ& Ш ЩШ каолироваігіЙІ Wffie, то у нее ё&гё 

№№ ф&тв&ъшь W<№> issA тшжж \ Шо концы - щт 

Ш й., % ШЯетсі концевой точкой; 1?.'|йг- 

ёмб’Трим йакйе’НЙЙЩ -гф^йе $е$$г, ймевдиё их своими конпІШ; ’Ш&Жт 
и т-.і'. : ШШк /Аа.-.вк не может 

fe в силу (19) ж сдедогвия (13^ компонента К‘ не имёі? &дШ8г6 
ісикла-, и не может удлийяті&і бесконечно в силу койёЗШтігг ЩШ ре-, 
бер-. Йййит’.в конце kofeftofe Нридён к концевой тоЧК?; £^6$$ А к ;Вы- 
fe&tt fee ШШбк&ті К* ШЩ$Ь іочку А к . и сЬбШіёЩЩёѳ рёбро 
1 Дай Ш^чёйШгО комплекса КД [As-ff;;;] 'б^ШОДнб' будет 

**** .. * ( 21 ) 

& разносй в каждой компбн'ёнте х$ЩШ88 

= ( 22 ) 

¥ак кай > 

о^"-о^-І, . с(ѵ 1 (23|) 

Рассуждая про комплекс К)*как про К,* , получи/і$&шлекс К, 1 * 
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у которого разность сч^о*'“будет та же, что к у , а число ребер 
л'вершин уменьшится еще на единицу. В конце концов, в каждой компо¬ 
ненте дойдем до точки в буквальном смысле, т.е. откинем все ребра и 
все вершины,.кроме одной последней, а это и доказывает (20). 

Складывая равенства (20) для всех р 0 компонент, получим 


откуда в силу (18) б-^дем иметь искомую теорему (16). 


(24) 


§ 5. Теорема Эйлерадля поверхности 

Теорема ., Для любого клеточного разложения связной поверхности I/ 


(I) 



имеется . 

где - максимальное число сильно независимых его циклов, 
можно одновременно удалить без нарушения связности поверхности 
Ы-о. <*ч, а 'г - соответственно числа вершин, ребер и клеток разложения. 
Поскольку клеточное разложение конечно, клетки(кн/,,.^ ) 
можно занумеровать. Занумеруем, их так, чтобы каждая последующая при¬ 
мыкала к рцной из предыдущих по общему реб¬ 
ру. Это можно сделать так. В качестве ос. 
возьмем любую клетку. Она не может быть изо- 
г . лированной, т.к. повер ность связна 

t ; р 0 = і; (2) 

и не может примыкать ко всякой другой клет- 
і большее по вершине, ибо тогда для общей их вершинц окрест¬ 
ность будет противоречить определению топологического многообразия. 
Значит, найдется клетка Л г , которая примыкает к зс, по ребру О, . 
Рассмотрим вместо re, большую клетку, являющуюся объединением Тс л и .я, 
и т.д. пока не исчерпаем все « г клетки 

зс,, ., , зя* г (3) 

Ребро, по которому каждая последующая клетка зс*. примыкает к од¬ 
ной из_щ>е2ьщущих, обозначим 

Вынем последовательно все клетки л к (без границ) и ребра между ними 
(т.е. связное топологическое многообразие Ѵ* ). Останется линей¬ 
ный комплекс К,* . Он будет связным 

Ро*'і. (в) 

Действительно, в силу связности поверхности V связен линейный 
/ комплекс К, ее клеточного разложения. Если две 

\-г точки А и В комплекса К* будучи точками связ- 

(. 1 ^ ного комплекса .<, • связаны ломаной из ребер К, г 

содержащей выкидываемое ребро сц , то его можно 
заменить краем (границей) клетки JC, или примыкающих к О, и т.д. 
получим. что точки А я & можноьсоединять ломаной из ребер К*. 
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( 6 ) 


Тогда для комплекса К 1 будет л 

р:-і, <Хо=<х 0 , ос:^оі л -(ы г -і). р, 

ж из (16) с.51 для К*: <х*-э<** р"~Р* получим 

<х 0 '«, + «, : J- р* (7) 

Удаленные клетки и ребра связаны между собой, поэтому если уда«< 
лить из V комплекс К* ,• получим связное топологическое многообра¬ 
зие V*. Но р*равно максимальному числу сильно независимых циклов 
комплекса А'Д (6)с.50) , ѵ 

_ * ' (8) 

Тем самым p,-fy есть максимальное число сильно независимых циклов 

и комплекса К л , которые модно удалить из V без нарушения ее связ¬ 
ности. 

Следствие . Повторяя доказательство теоремы для связной поверх¬ 
ности с краем, получим для нее формулу (I), где 

q,= r+ к. О) 

где г -число компонент края, лк- число сильно независимых 
внутренних замкнутых разрезов, которые можно сделать без нарушения 
связности поверхности. 

Определение . Альтернированная сумма, стоящая в левой части (I) 

Х(Н) - о( о~ оі -» * (іо) 

клеточного разложения К поверхности V (возможно;с краем) называл 
ется его эйдедовой хадактеристикой._ 

Следствие .Для любого клеточного разложения одной клетки харак¬ 
теристика Эйлера равна I. Действительно, посколь¬ 
ку в силу теоремы Жордана любая замкнутая линия 
внутри клетки разбивает ее, то к-О, кроме того, 
клетка имеет один контур г -1 , тогда по теореме 
(I) в силу (9) 

(и) 

Теорема .Характеристики Эйлера различных клеточных разложений 
одной компактной поверхности V равны между собой. 

Q / — 7 *Г“\ Пусть имеем два клеточных разложения А z & 

‘X. ^ ѵ —-—* V на клетки ■ 

а 



поверхности ' 


соответственно с числами граней, вершин и ребер 
гх і> <х 0 > оі і 

■ГЬГрь К 

и,следовательно, характеристиками Эйлера 

Х(в)=«о 




(12) 

(ХЗ) 

Ш) 

(15* 

(Ш 



Рассмотрим пересечение клеток (12) и (13) 

.. (17) 

Клетки c‘ J очевидно также заполняют поверхность V - образует 
ее клеточное разложение С , пусть число граней, вершин и сторон его 
соответственно pat іяется 

Чтобы доказать равенство характеристик Эйлера для разложений 
CI2) и (13) %( й ) (19) 

докажем, что каждая из них равняется характеристике Эйлера ХІОэюто 
клеточного разложения С 

Х(Й)~Х(С), Z(b)=X(C). (20) 

Докажем первое. Рассмотрим произвольную клетку <X L первого раз¬ 
ложения. Пусть она содержит клеток, ребер и вершин разложения С 
лежащих внутри нее соответственно 

„ (2D 

тогда поскольку вершин и ребер разложения С .принадлежащих крав 
ОІ одно и то же количество L , то в силу (II) 

(22) 

Число клеток разложения С равняется 

„ (23) 

Число вершин разложения С будет равняться 

Хо = £ (24) 

где по - число новых вершин, появившихся на старых ребрах.разложе¬ 
ния А от второго разбиения Е> <; также число ребер у, разложения 

С будет равняться * = £ . п. .(25) 

где п - разница между числом старых ребер разложения /I и новых 
ребер, появившихся на них от разложения Е> . Очевидно, что каждая 
новая вершина на старом ребре увеличивет на единицу число ребер, т.е 
m=n. (26) 


Тогда компонируя эти получим 

Хо'Хі Z'Xlo+v-o**' -(£&1 +< *,+ п )+ Zfrz 

+ (27) 

Определение . Эйлерова характеристика любого клеточного разложе¬ 
ния компактной поверхности (возможно с краем) называется эйлеровой 
характеристикой поверхности. 

Следствие . Число циклов О, , которое можно вынуть из любого 
клеточного разложения поверхкосы V' без нарушения ее связности 
не зависит от клеточного разложения поверхности. 

Определение . Это число q, называется порядком связности поверх¬ 
ности. 



Теорема . Если поверхность несвязна - имеет р 0 компонент, то 

* 0 -«і-к*2 г 2ро (28) 

ГДв , (29> 

Действительно, поскольку для каждой компоненты V t ' будет выпол¬ 
няться соотношение 0 Л :. л р ч 

«Ос - «и +а г< ' 2 '9-^ . (30) . 

то суммируя эти равенства, полупим 

«о -л. +«..*5-О,, (зі) 

т.е. (28). ' ^ 

Следствие . Поскольку ^ очевидно является топологическим инва¬ 
риантом (определен через связность поверхности), то и эйлерова ха¬ 
рактеристика поверхности является ее топологическим инвариантом. 

Следствие . Порядок связности поверхности легко подсчитать 
по формуле (I). Например, I) тетраэдр имеет 

<Х 0 -У, ск г * Ч, о( 1 — £ X ~ (32) 

начит - 

(33) 



2) куб имеет 


о< о = 8 } <*г~6, =^ 


Х*2 


(34) 

{35» 


3) сфера гомеоморфна кубу (с.6), вначит, для ее® 

также X- q, = 0, (36)> 

4) цилиндр имеет клеточное разложение из дву» клеток^ 

о( г = 2j сх, г 6, <х 0 * У, (37) 

значит /L -ѵ, но Гг £ ѵ значит к = О (38)) 

5) для листа Мебиуоа можно также рассмбтретвдвугг- 
хлеточное разложение, для него будет - 

<*2*2, сч, = 6, zsp' Х=0- у <6Э^)> 

откуда также о *2 но г= х , тж- 

^ ' к* 1 (40) 

6) для проективной плоскости клеточное^ разложение с.. 

Іб дает <**.<*, я ^ 

т.е. ' а*4. (42)ѵ 

7) бутылка Клевая с разлб*йШ§»«<*;41 даетг 

«г г 8, •*» (43) 

откуда ' (44) 

Следствие . Порядок связности компактной поверхности - конечное 

ЧЕСЛОг і/ 

Вычислению характеристики Эйлера поверхности У способствует теоі 
рема, позволяющая производить его по чаб^ймі- 

* ■■ 55 . . 





СТИ ПЛЮС ЧИСЛО I 


Теоре ма. При склеивании двух поверхностей их краями складыва¬ 
ется их характеристики Эйлера. 4 - . 

Пусть имеем две поверхностями V? , каждая о г контурами S, и 4 
Поставим их во взаимно однозначное соответствие ^ 

Можно всегда считать, переходя в случае неосіходи- 

) мости к подразбиениям, что соответствующие контуры 
имеют одно и то же число вершин и ребер jb' 0 и р\ 
Тогда после склеивания соответствующих контуррв 
сумма характеристик двух поверхностей V, и V, будет 
равняться характеристике Эйлера склеенной поверхно- 
чиоло вершин е>„ и минус число ребер в 1 , каждого контура 
Х(ѵ,) + ХШ ъХ(Ѵ) + £.<&-$) г (46) 

откуда, т.к. для каждого контура 1 л‘ г йЛ получаем 

ХШ+ХСѴ;)- х(Ѵ). ■_ Ju ; ' (47) 

Теорема . С-.Тіера с г дырками и г имеет характеристику Эйлера равн 
нуто X -2-г (43) 

Поскольку характеристика сферы равна 2(с.55),а клетки І(с.53)и 
заклеив, я г клетками нашу поверхность, получаем сферу,то в силу (47) 

; Xtr: 2, (49) 

откуда следует (48). 

Теорема .Сфера с рручками£-р 0 имеет характеристику Эйлера равную 
Х=2-2 Р (50) 

Садра срручками получается от склеивания сферы сЗр дырками(ха¬ 
рактеристики 3-2р ) с ручками - цилиндрами (характеристики 0). Тем 
самым в силу предыдущих теорем ^ 2p+Q*X (51) 

Следствие . Тор, как сфера с одной ручкой, тлеет характеристику 
равную нулгю X - О ( 52 ) 

т.е. его порядок связности равен 2: 

Следствие .Крендель, как афера с двумя ручками, имеет эйлерову 
характеристику равную ~2 ,и,значит, порядок связности равный 

‘ 5 Г ѵ (54) 

§ 6. Декартова характеристика, пространства Е._ 

К эйлеровой характеристике компактной поверхности приводит ес¬ 
тественным образом обобщение измерения длины отрезка, площади много¬ 
угольника, величины угла в евклидовой геометрии. 

Как помним ( [іі] ,0,47), измерить длину отрезка в Е п - это зна¬ 
чит установить отображение отрепков на неотрицательные числа - меры 
их длин (которые в просторечии мы договорились (с.9) называть рас¬ 
стоянием между их концами) fA&J (і) • 


I) конгруэнтным отрезкам соответствуют равные числа 

1Ш Z&'e'J . (2) 

, а вгш -g I т у. , „ кмн Іісь,. о, 

'3) любому наперед заданному отрезу соответствует единица 

V [£F] . U) 

Если исходить из аксиоматики Щура ( [IIJ , .с.26), для которой не¬ 
определяемым понятием вместо конгруэнтности является движение, то 
первое условие (2) .будет требованием инвариантности при движении. 

Тогда для топологического пространства Е ( в частности для 
компактной поверхности (с.41) прямым обобщением меры длины будет 
так называемая декартова характеристика ( (J8] ). 

Измерить топологическое пространство Е - зто значит каждому 
пространству Е поставить в соответствие число, называемое его де¬ 


картовой характеристикой 


► у t IR 


(5) 


гомеоморфны, то их декартовы характеристики равны 

Е =* у(Е) - у(Е0; ( 6 ) 

2) она аддитивна ' 

Е-ЕЫ г і Сг\Е?*ф уШ- *КО + ( ? > 

3) любому открытому к -шару Д можно поставит^, несоответствие I 

ѵ£ к I {8) 

Докажем, что для компактной 2-поверхности V ,'если одноточечно¬ 
му множеству ( 0-шару ) поставить в соответствие I 

YW^1 J (9) 

то декартова характеристика совпадает с эйлеровой. 0 

Демма .Декартова характеристика открытого отрезка 2> і при усло¬ 
вии (9) равна -I, открытого круга Х> в +і. 

Действительно, 1) открытый отрезок X», любой „точкой Л разбива¬ 
ется на объединение двух открытых отрезков и Df и самой точки А 

«— Я ь-- ш А ... Я э ъ* ( 10 ) 

Тогда в оилу второго требования (7) 

yjCAj* у ф) + г &) + у (*)■ Ш) 

Но отрезки Д и Д 4 гомеоморфны самому Д , и поэтому цр условию (6) 
их характеристики уфЦя у (Деревни характеристике у £E>J 

У' Щ)? ѵ C-fu у - у (А) 

а из условия (9) 

у(й)= 1. 

Тогда из (II) e в 

у(Д)= усд) + гса>,;+* 


(123» 


(13) 

(14) 


получим 



= (15) 

2) Аналогично, открытый круг JD, любая открытая его хорда - 
открытый отрезок Л), разобьет на три части 

(І6) 

и значит в силу (7) 

y(-4) = rtAjy (I7) 

.7 тсдѴу(4і‘М'і.ѵА» -™ 

ѵ|/(.Т),)*«і (19) 

Тогда из (I?) получим у (20 > 

Теорема . Декартова характеристика компактной поверхности V 
при (9) совпадает с ее эйлеровой характеристикой. 

Действительно, рассмотрим конечное клеточное разложение ком¬ 
пактной поверхности V . Пусть оно имеет клетки, ребра и вершины со¬ 
ответственно в количествах 

<*і /°<о. (21) 

Рассмотрим соответствующие им открытые 2-клетки, гомеоморфные от¬ 
крытым кругам , открытые ребра и вершины . Тогда в силу 
свойства аддитивности (7) 0 

V(W*e< ? 4 , W T0< iVW (22) 

т.е. в силу (9), (15) и (20) ѵ/ѵ'| 

у (V) = о< 0 -<*, *°<г = Ж. ѵ/ 

§ 7. Ориентируемость _компактной_поверхности_ 

I. Двусторонние^ оріюсторонние_поверхности_(двусторрнность, 
односторонность).. Сколько сторон у медали? Две: аверс и реверс. А у 
поверхности? Например, сколько сторон у сферы? Также две: внешняя и 
внутренняя. Сфера, как известно ((9], с.55) делит точки пространства, 
ей не принадлежащие, на два класса: внешние точки и внутренние. Из 
внешних точек сфера видна с одной стороны, из внутренних - с другой, 
сферу можно покрасить с одной-стороны в один цвет, а с другой сторо¬ 
ны - в другой. Т.Е.афера - двусторонняя поверхность. 

Но так будет не у всех поверхностей. Если рассмотреть лист Ме¬ 
биуса и начать закрашивать его поверхность, начиная с какой-нибудь 
то в какой-то момент мы попадем в ту же точку М как 
бы >с другой стороны" - закрасим весь лист од¬ 
ной краской. Лист Мебиуса - односторонняя поверх¬ 
ность. Так.ле бутылка Клейна, проективная пло¬ 
скость - односторонние поверхности. 


(23) 



игпг-эти выразить математически? Сначала это выразим математи¬ 
чески на модели в евклидовом пространстве. С каждой точкой М по¬ 
верхности V в евклидовом пространстве Е л свяжем нормаль- прямую, 
проходящую через точку М и перпендикулярную касательной плоскости 
поверхности в точке М и на ней возьмем на небольшом расстоянии от 
точки М две симметричные относительно М точки Я и Я* . При дви¬ 
жении точки М по любой замкнутой линии на Ѵ< в случае двусторон¬ 
ней поверхности, когда точка М вернется в себя, то точка Я также 
перейдет в себя.ав случае односторонней - в симметричную Я . 

Но это, если рассматривать поверхность V/ в . А если рас¬ 
сматривать поверхность V только как двумерное топологическое мно¬ 
гообразие без объемлющего пространства £ і ? Как не эти точки Я та 
X / отобразить на самое V ? 

У нас была модель Федорова пространства fcj на плоскости £ г 

{ [Іі] ,с.27): каждая точка Я £ Ь 3 изобража¬ 
ется на ориентированной окружностью 
г) с центром М ^-основанием перпен— 
дикуляра, опущенного из точки Я на шда- 
скость t радиуса п | м>ѵ| (т.е. окру»- 
ностью пересечения сферы S(Mjiht) с плоексй- 
стью Е 2 ) и ориентированной так,. Чтоиз> 
точки N эта ориентация видна как движение по часовой стрелке;Эта; 
окружность определяет также ориентированный крут (диск)),, для котсй- 
рого она является краем. 

Поскольку в достаточно малой окрестности каждой своей;точки Ml 
поверхность мало отличается от своей касательной плоскости,, то мож¬ 
но перенести эту конструкцию и на поверхность Я .■ А именно,, точка 
Я пространства Е і .достаточно близкая к поверхности:изобразится 
дискал пересечения поверхности V с» шаром цде М : -осно¬ 

вание перпендикуляра, опущенного из точки// ш пьверавзость,. 
и ориентированным так, чтобы ориентация- ййР края- из- точки: Я была 
видна движением по часовой стреШё^ назовем' такой: ориентированный; 

диск .Я- S3 ііентром: ф точке М ,- & ее 

., ѵ^-г— край ^Ятмш- 

?асшетрм‘ № Поверхности: W любой зам— ѵ 
/ Г**. jO \ кнУгйій- КРНТур' $ ,, ориентированный- диск ох с 

_—- -^CHTpO'fi gi Сди08 : СТО- точке? и будем пере- 

даФгйФ такт,, чтобы центры этих дисков 
йрйадріФййй? & И соседние диски были образа¬ 
ми близких точёй?Ж ,. т.Оѵ одинаково ориентированы. Совокупность 
таких Я -дисййй 1 йШ&ем t- цёРочкой их. Тогда, если поверхность 
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двусторонняя, то продвигаясь по £ -цепочке, придем к точке М, с 
г ,диском с той же ориентацией, а в случае односторонней поверхности - 
возможно и с противоположной. 

Теперь, согласно нашей установке на получение новых фактов (о.З) 
нам остается трансформировать на поверхности V определение У- диска, 
//-цикла, ориентации его, £ -цепочки дисков, одинаковость ориентации 
двух соседних У-дисков таким образом, чтобы их можно было бы выра¬ 
зить через тополоідческие понятия. 

Если на поверхности задано клеточное разложение, то вместо 
диска естественно взять одну клетку этого разложения, вместо соот¬ 
ветствующего У-цикла - край этой клетки (Э-цикл - элементарный 
цикл клеточного разложения , вместо соседних У-дисков - соседние 
клетки - клетки, имеющие общее ребро, под ориентацией клетки естест¬ 
венно понимать ориентацию ее края: порядок вершин соответствующего 
элементарного цикла, для которого соседними вершина® являются вер¬ 
шины, имеющие общее ребро; две соседние клетки будем считать оди¬ 
наково ориентированными, если их край (э-цшиш) одинаково ориенти¬ 
рованы, т.е. на общем ребре устанавливают противоположный порядок. 
Тогда вместо замкнутой Р -цепочки дисков будем иметь цепочку клеток 
x tjf .... Л Кі (I) 

две любые соседние из которых имеют общее ребро и последняя совпада¬ 
ет с первой (замкнутая цепочка клеток). Итак, мы пришли к определению 

Определение .Связная компактная поверхность.называется двусто¬ 
ронней, если в любом ее клеточном разложении клетки любой замкнутой' 
цепочки можно ориентировать так, что любые две соседние ее клетки 
будут ориентированы одинаково. В противном случае поверхность назы¬ 
вается односторонней. 

Очевидно, что если поверхность односторонняя, то существует 
замкнутая цепочка клеток (I) таких, что любые соседние одинаково 
ориентируемы, а последняя и первая противоположно ориентируемы. Та¬ 
кая цепочка называется дезориентирующей. Ее предъявление и доказыва¬ 
ет односторонность поверхности. 

2. Ориенируемые_и неориентируемые_поверхностг^ Для определения 
двусторонности поверхности можно дать простой критерий. 

Теорема .Для того, чтобы связная компактная поверхность V была 
двусторонней, необходимо и достаточно, чтобы в любом ее клеточном 
разложении К все его клетки можно было ориентировать так, чтобы лю¬ 
бые две соседние клетки были одинаково ориентированы. 

Достаточность. Пусть все клетки клеточного разложения У ориенти¬ 
рованы так, что любые две соседние клетки ориентированы одинаково.То¬ 
гда сужение этой ориентации на любую замкнутую цепочку даст двусторон- 
яость поверхности V. 



Необходимость. Рассмотрим любую одну клеткух клеточного разло¬ 
жения К поверхности V и произвольно ее ориентиру- 
4 ем - получим ориентированную клетку 3Z+ . Эта ориен¬ 
тация на х о однозначно наведет ориентацию на любой 
(') ,/' клетке в « К таким образом. В силу связности поверх- 
/_ ' ности V клетки -л: с и сг можно соединить цепочкой 

. .... s' (2) . 

Последовательно, начиная с ж л , ориентируем клетки этой цепочки так, 
чтобы любые две соседние были одинаково ориентированы. Полученная 
таким образом ориентация клетки в даст ориентированную клетку stB 
силу двусторонности поверхности V любая другая цепочха, соединяющая 



Яд С <> 


JE*3C, , 


( 3 ) 


даст на G ту же ориентацию, ибо в противном случае объединение этих 
цепочек дало бы дезориентирующую замкнутую цепочку, 

<х г ... л •• ' ( 4 ) 

что противоречит двусторонности поверхности. 

Полученная таким образом ориентация всех клеток б ч К будет 
удовлетворять условию теоремы. Действительно,рассмотрим две любые со- 
се Д Н2е клетки б; и б" г с установленной таким образом 
' ориентацией, т.е. ориентированные клетки S* и е* 

,Рассмотрим цепочки одинаково ориентированных между со¬ 
бой клеток, соединяющих Ж* се/ и с s* 

•*ЧзѴ х Г, .■ <ѵ > (5) 



Тогда поскольку цепочка + 

б - /, ... j... s z ’ ■ (6) 

имеет все соседние клетки одинаково ориентированными и она в силу 
двусторонности поверхности V не дезориентирующая, то клетки б^и 6* 
одинаково ориентированы. 

Эта теорема.приводит к естественности такого определения. 

Определение. Связная компактная поверхность V называется ориен¬ 
тируемой, если все клетки ее любого клеточного разложения К можно 
ориентировать так, чтобы любые две соседние клетки были ориентированы 
одинаково. В противном случае поверхность'называется не oj _ентируемо1£. 

Следствие .Для того, чтобы поверхность быда двусторонней (односто¬ 
ронней) необходимо и достаточно, чтобы она была'ориентируема (аеориен- 
тируема). 

Тем самым, понятия двусторонности и ориентируемость поверхности 
являются синонимами, поэтому мы первое, как более по виду сложное, 
откинем. 

Следствие .На ориентируемой поверхности возможны две ориентации 
клеток, удовлетворяющие определению ориентируемой поверхности. Каждую 
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из них назовем стороной поверхности.-. 

Следствие . Для того, чтобы поверхность была неориентируемой 
достаточно, чтобы в одном ее клеточном разложении существовала дезо¬ 
риентирующая цепочка. 

Легко видеть, что сфера и тор - ориентируемы, лист Мебиуса - не 
ориентируем. Докажем, что проективная плоскость также неориентируема. 

Действительно, рассмотрим ее клеточное разло¬ 
жение в виде четырех треугольных клеток (с.16) 
Занумеруем их согласно чертежу ЛГ С х, зс, 
Ориентируем произвольно одну из них - клетку 
Л а Эта ориентация вызовет ориентацию осталь¬ 
ных клеток такую, чтобы они были одинаково 
с ней ориентированы. Получим тогда, что лю¬ 
бые из них будут друг с другом ориентирова¬ 
ны противоположно. Можно указать и дезориентирующую цепочку, напри¬ 
мер, яг 1( дг 0/ я: г . 

§ 8. Разрезы и склеивания_ 

С ориентируемостью или неориентируемостью поверхности связан во¬ 
прос о различных видах возможных на ней разрезах. 

Каждый замкнутый разрез позволяет построить цепочку из клеток, 

содержащих ребра и вершины этого разреза и каж¬ 
дые две соседние из которых имеют общее ребро, 
не принадлежащее разрезу. Если мы начнем, на¬ 
пример, от точки Я ,• то обойдя контур разреза, 
подойдем опять к ней и двигаясь также дальше 
попадем в клетку, примыкающую к первому ребру 
<?A6> зх пт1 ., (I) 

Произвольная ориентация первой клетки л, индуцирует ориентацию кле¬ 
ток всей цепочки (I) такую, что две соседние клетки цепочки (I) ори¬ 
ентированы одинаково. Эта ориентация клеток цепочки (I) наводит и 
ориентацию контура разреза. 

_ Но здесь возможны два случая: 

1) либо Добудет совпадать с исходной клеткой ж, 

дс„„=я,, (2) 

2) лйбо добудет смежной -я,' к я, по ребру 

= я/. (3) 

Однобе,_ажный_разрез. Во втором случае дальнейший обход вдоль то¬ 
го же контура в конце концов приведет к клетке Л л , т.е. разрез при¬ 
ведет к одной дыре с одним краем, состоящим из дважды взятого исход¬ 
ного контура. Такой разрез называется однобеоежным* Он получается, 
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например, у листа Мебиуса, если его разрезать по пояску. 

Легко видеть, что в случае (3) цепочка 
(I) будет дезориентирующей, поскольку 
на ребре <$&> между % л и Л п+І эти клетки 
устанавливают одно направление. 

Таким образом, аднобе£ежнші_разрез возмояен_лищь у неориентиру-_ 
емых_поверхностей._ 

Более того, однобережный разрез всегда существенный (с.43) - не 
разбивает поверхность , ибо от клетки до клетки JT после разре¬ 
за можно пройти по цепочке новой поверхности (с. 46). 

Двубережный разрез^ В первом случае (2) при разрезе получаем 
две дырки. Тогда разрез называется ^вубережньаи 

Он может быть как существенным, так и несущественным. 

Если разрез существенный, то (с. 4S) от клетки ос, до клетки ос' 
смежной к л, по ребру tAfbs , принадлежащему 
разрезу, можно перейти по цепочке клеток 

л, в,, (5) 

где соседние клетки \ е^ тл не имеют общее 
ребро принадлежащим разрезу. По этой цепоч¬ 
ке. (5) любая ориентация клетки о о, перенесется на противоположную по 
разрезу клетку л/ . 

Если после всех существенных разрезов исходной позере кости V , 
она станет ориентируемой V ( а так будет всегда Юс. 65 ), то 

полученная таким образом ориентация клетки зі' не будет зависеть от 
цепочки (5). Если при этом клетки X, и л/окакутсп ориентированными 
одинаково, т.е. на их общем ребре <Дв> устанавливают противополож¬ 
ную ориентацию, то продвигая Л, по одному берегу, а по другому, 
получим, что любые две противоположные через разрез кльгки тс. и X/ 
будут ориентированы одинаково, т.е. на разрезе с обеих сторон устанав¬ 
ливают противоположные ориентации (с.62), т.е. если двигаться вдоль 
одного берега по направлению ориентации, то соответствующая точка вто¬ 
рого берега будет двигаться против ориентации. 

Такой разрез называется двубережным разрезом_І_р 2 да 1 _ Очевидно, что 
он будет всегда в случае ориентируемой исходной поверхности: у ориенти¬ 
руемой поверхности все существенный разрезы - двубережше I рода. 

Например, так будет, если тор разрезать 
по меридиану 

Поскольку поверхность V -ориентиру¬ 
ема, то если клетки X, и ж' при переносе по цепочке (5) окажутся про¬ 
тивоположно ориентированными, т.е. на общем ребре <А£» устанавливают 
одну ориентацию, то так будет и для любой пары смежных по разрезу 
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клеток x t и ж'- на обоих берегах устанавливается одна ориентация: 
если точку двигать по одному берегу в направлении ориентации, то со¬ 
ответствующая точка второго берега будет также двигаться в направле¬ 
нии ориентации. Такой разрез называется двубе¬ 
режным 2-го рода. Так будет, например, у бутыл¬ 
ки Клейна, если ее разрезать по горлышку. 

Поскольку в этом случае цепочка (5) будет 
дезориентирующей, то поверхность V будет не- 
ориентируемой.' 

Таким образом, в случае ориентируемой поверхности_возможен 
£ущестденн’'й_разрез лиіць_І_Р2ца, когда ориентация поверхности на 
противоположных берегах наводит противоположную ориентацию (направ¬ 
ление). 

§ 9. Кдас£ифи£а£ия замкнутых поверхностей^ 

Топологическая классификация поверхностей будет заключаться в 
том, чтобы в один класс собрать гомеоморфные поверхности и выбрать 
одну каноническую поверхность этого класса. 

Чтобы доказать, что два множества гомеоморфны, достаточно ука¬ 
зать гомеоморфизм, который переводит одно в другое. Чтобы Доказать, 
что они не гомеоморфны, достаточно указать различные их топологиче¬ 
ские инварианты. Тем самым нам нужно найти полную систему топологи¬ 
ческих инвариантов замкнутых поверхностей. 

Теорема Мебиуса . Всякая замкнутая ориентируемая поверхность V 
гомѳоморфна сфере о р ручками. 

у<= ' 4 Определение . Связное клеточное разложение 

называется просты^, если любой замкнутый 
разрез его ребер* разбивает его (нару¬ 
шает его свяэнооть). Поверхность называ¬ 
ется простой, если имеет хотя бы одно 
простое клеточное разложение. 

Лемма I. Всякая простая поверхность* с одним контуром гомеоморф- 
на кругу, причем этот гомеоморфизм продолжает любой гомеоморфизм 
контура поверхности на край круга. 

Пусть клеточное разложение имеет вершины, ребра и клетки со¬ 
ответственно в количестве 

«О*, і «* . ■ (I) 



О 


Бели 


сх а * Л. 


( 2 ) 


-клеточное разложение состоит из одной клет¬ 
ки, то утверждение очевидно. Предположим, что оно верно для 
о* п - і 

докажем его для .' J 

64. «л = п - 


(3) 

(4) 



Из п клеток всегда найдется одна такая, что удалив ее, получим связ¬ 
ное разложение с одним контуром. Тогда по предполо¬ 
жению индукции его можно отобразить на круг, отки¬ 
нутую клетку - тоже, потом оба друга отобразим на 
полукруги, и, значит, все клеточное разложение из 
п клеток отобразится на один круг. 

_ Всякая простая поверхность с г контурами Ѵ г гомео- 
морфна сфере г дырками , причем гомеоморфизм является продол¬ 
жением любых гомеоморфизмов, переводящих контуры поверхности Ѵ г 
з края д ырок О г . Пусть утверждение верно для 

Докажем, что оно верно для 



(5) 

(6) 


Рассмотрим два любых контура 8 Ь на Ѵ г 
два любых контура В'^ё/ на Q r . Сделаем раз¬ 
резы: / соединяющий контур £ { с контурбм 
и В' , соединяющий контур с контуром 
Получим поверхности'/,.. и Q r _, с л-і кон¬ 
турами. По предположению индукции существует 
гомеоморфизм, переводящий Ѵ г ., в О г „ такой, 
что контуры 6, и : б г перейдут в В' и £ё и любые две лежащие друг 
против друга точки разреза В перейдут в лежащие друг против друга 
точки разреза & . Обратное склеивание дает искомый гомеоморфизм. .■ 
Доказательство^тео^емы^Мебиуса^ Если поверхность V имеет по¬ 
рядок связности , то (с. 47) на ней существуем простых циклов, 
одновременно существенных. Пусть■максимальное число непересекающихся 
из них, т.е. максимальное число непересекающихся простых циклов. Ко¬ 
торые одновременно можно удалить из поверхности без нарушения связно¬ 
сти, равно р . Поскольку 

(7) 


и Q -конечно (с.52), то число р ограничено. Сделаем эти р разрезов 
Z; . Получим поверхность Ѵ 2р . В силу ориентируемости V все эти 
разрезы двубережные (с.63), т.е. поверхность Ѵ 2р имеет 2р дырок. 
Поверхность Ѵ 2 р - простая, ибо если бы на ней существовал хотя- бы 
один существенный разрез Z , то в силу теоремы с.46 существовал бы 
разрез %' , внутренний к , т.е. не пересекающийся с ее краями 
и существенный, а потому у поверхности V существовал бы разрезу», 
существенны* и не пересекающийся ни с одним из р существенных разре¬ 
зов 2; , что противоречит смыслу числа р 

По в силу леммы 2 (с.65)простая поверхность ѵ/ о Яр дырками го- 
меоморфна сфере Q 2p с 2 р дырками. 
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Склеиваниями поверхности Ѵ 2 „ обратными к сделанным разре- 
л z- , вернемся к поверхности ' V . Гомеоморфизм й между 
О ір перенесет эти склеивания 


7<Г 

' -4. 


2-Р 

Qp 0 гомеоморфнуто исходной V 



дающие поверх- 


. ( 8 ) 

Что же на О гр эти склеивания дадут? Рассмотрим на ф^две дыр¬ 
ки ^ к Z*‘ гомеоморфные дыркам на , получающимся от одного раз 
реза<? 4 Вытянем их из сферы наружу в виде трубок. 

Поскольку при гомеоморфизме .У ориентация сохраняется,а на рад 
ных берегах z*. Z* двубережного разреза при движении точки по одному 
берегу по направлению ориентации ей соответствующая на другом бере¬ 
гу точка будет двигаться против направления ориентацш. (с.63), то 
также будет и с соответствующими им точками в гомеоморфизме 3 на 
сфере О гр . Поэтому обратному склеиванию на % р будет соответство¬ 
вать на сфере склеивание этих трубок снаружи, т.е. получим так на¬ 
зываемую ручку - цилиндр, заклеивающий две дыры. 

Поступая так с каждой парой дырок на сфере Q lp , соответствую¬ 
щих паре дырок Z * , полученных от одного разреза, получим сферу<^ 0 
с р ручками. 


Определение .Число р называется родом ориентируемой поверхно- • 
сти. Сфера с ручками называется нормальной (или канонической) фор¬ 
мой Клейна. 

Аналогично верна теорема (без доказательства): Всякая_неориен- 
т:фуемая_поверхность_гомеомо 2 фт_сфе 2 е_ с p*t дыр ами . .заклеенными 
.листами Мебиуса._ 


Определение . Это число р называется родом неориентируемой по¬ 
верхности. . 

Найдем простую связь рода р ориентируемой поверхности о по¬ 
рядком ее связности. 

Теорема.Ориентируемая поверхность рода р имеет эйлерову харак¬ 
теристику Х~і-2р. (9) 

Действительно, поскольку эйлерова характеристика является то¬ 
пологическим инвариантом (с.55), то в силу теоремы Мебиуса это до¬ 
статочно проверить для сферы с р ручками, для которой это было 
получено на с. 56/ 
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Следствие .Порядок связности ориентируемой замкнутой поверх¬ 
ности равняется удвоенному ее роду р 

ср = 2р- (10) 

Следствие . Эйлерова характеристика ориентируемой поверхности- 
-четное число. - 

Следствие . Из сильно независимых простых циклов комплекса 
ориентируемой замкнутой поверхности лишь половина р-2 взаимно не ' 
пересекаются. 

Теорема . Неориентируемая поверхность рода р тлеет характери¬ 
стику Эйлера равную 

Х.-1 -р. (II) 

Поскольку лист Мебиуса имеет эйлерову характеристику равную 0 
(с.55), а сфера с рм дырами 1-р (с.53), то в силу теоремы 

с.56 ѵ „ 

X- 1-Р (12) 

Например, поскольку проективная плоскость тлеет эйлерову ха¬ 
рактеристику равну I (с.55), то она гомеоморфна сфере с одной дыр¬ 
кой , заклеенной листом Мебиуса. 

Значит, обратно, вырезая в проективной .лоскости одну дыру, по¬ 
лучим лист Мебиуса. 

Тогда рассмотрим множество хорд одной окружности евклидовой 

6 плоскости. Их можно поставить во взаимно однознач¬ 
ное соответствие с их полюсами на плоскости расши¬ 
ренной несобственными точками. Эти полюсы заполня¬ 
ют всю внешнюю область этой расширенной плоскости 
по отношению к этой окружности, т.е. образуют лист 
Мебиуса. Тем самым множество хорд любой окружности на £ й изоморфно 
листу Мебиуса; 

Следствие . Ориентируемая поверхность рода per дырами имеет 
эйлерову характеристику х ~ 2 0 г ( 13 ) 

Следствие . Неориентируемая поверхность рода per краями имеет' 
эйлерову характеристику 

Х-і-р-Г (14) 

§ 10. Мнргругольники_Пуанкаре 

Рассмотрим нормальную форму ориентируемой поверхности рода р 
/f^j) - сферу с р ручками С. , 

Возьмем на ней произвольную точку й 
А? 2 захлестнем из нее петлей каждую 

ручку с- . Можно считать, что эта пет- 
N '- —гг ля и является основанием одного кон-. 
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«ца ручки с,-, т.е. что именно является соответствующим сущест¬ 
венным разрезом. Сделаем разрез по # L и втянув полученный хобот 
С,- , получим две дыры - одну с контуром y t . проходящим через 
' фиксированную точку Д и парный к у. контур у ' . 

Ѳ Соединим точку Л с соответствующий точ¬ 

кой 4/ на у : ' произвольным путем £ , при¬ 
надлежащим сфере, и сделаем такие по нему 
разрез. Тем самым получим шесто двух дыр 
у и у 1 /одну. 

Делая так с каждой ручкой, получим одну дыру на сфере, т.е. 

(с.7) оставшаяся поверхность будет гомеоморфна многоугольнику, каж¬ 
дые, четыре соседние ребра которого склеиваясь дают одну ручку и 
\ идут в направлении 

і г* і у- С • (І) 

Г / -• _где под ^ - 1 пониг.'.ается линия у , ориен- 

V У \ тированная в противоположном направлении. 

^ ^ \ 14 Этот многоугольник называется мвогруголь- 

А \ • ником Пуанкаре для поверхности V 
Хі Тем саг.тыи получаем теорему. 

Теорема . Всякая замкнутая ориентируемая поверхность рода р 
получается склеиванием сторон многоугольника с числом сторон Чр и 
так, что его последующие стороны склеиваются по закону 

a f~" * У ciSarei'aJ^e:'. . ( 2 ) 

i « о** ^ Например, тор получается склеиванием 

У* V противоположных сторон четырехугольника, 
о\ \ е Крендель получается от склеивания 


a&a' , B' , cdc , <^ 1 ( 3 ) 

Более того, в силу того, что на сфере с р ручками параллели а 
меридианы всех ручек являются сильно независимыми существенными 
циклами (с ,44 ) , то из высказанной теоремы получим следствие. 

Следствие . В многоугольнике Пуанкаре, соответствующем замкнутой 
ориентируемой поверхности, склеиваемые ребра соответствуют сильно 
независимым существенным циклам поверхности. 

Аналогично рассуждая про сферу, заклеенную р*і листами Мебиуса, 
получим в силу теоремы с.66 такую теорему. 

Теорема .Всякая замкнутая неориентируемая поверхность подучает¬ 
ся склеиванием сторон 2р -угольника по закону 

( 4 ) 

Например, как видели проективн^ія плоскость гомеоморфна диску 
с отождествленными диаметрально противоположными точками края (с.7 ) 
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Разбив край диска двумя точками на 



два отрезка, получим многоуголь¬ 
ник Пуанкаре проективной 
плоскости в виде двууголь¬ 
ника, из которого проектив¬ 
ная плоскость получается 
склеиванием по закону 

cut. (5) 


ГЛАВА Ш. ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ 
4 I. Топологически правшівные_многогранники_ 

Определение .Компактная связная поверхность с фиксированным 
конечным клеточным разложением на ней называется топологическим 
многогранником. Клетки, ребра и вершины этого клеточного разложения 
называются соответственно гранями, сторонами и вершинами многогран- 
ника * Определение .Топологический многогранник называется правильным, 
если 

1) все его грани им лот одно и то же числе ' п вершин (а значит 
и сторвн); 

2) все его вершины имеют одно и то же число 6 примыкающих 
к ним граней (а значит и ребер). 

Тогда каждая грань поставит п ребер, т.е. <х г граней дадут 
о( г п ребер, но каждое ребро уходит в эту совокупность два раза - в 
две смежные гпани, т.е. - 

, ПОЛ, . _ 2*, 

*і = — =» ~ (I) 

Аналогично рассуждая провершины, получим 


Подставляя полученные значения с< г і « ( в формулу Эйлера (с. 

■ 52) ( 3 ) 

получим соотношение между числами n, ь, of, и для топологически 

правильных многогранников ч 

Т + "п °^ 1 " s . (4) 

из которого делением на 2 а, получим 

л + і т 2 z feT' (5) 

Определение . Топологический многогранник называется простым, 
если он гомеоморфен сфере, т.е.-(с.55) 

г*° ( 6 ) 

и, значит, в силу теоремы Эйлера (3) ^ п 

° “*« (7) 

Эта формула и является собственно формулой Эйлера. 
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а) Простые тополо£И2^ски_іщавгаьные многогранника 
Теорема . Существует не более пяти типов простых топологически 


Подставляя (6) в (5), получим 


Значит, одно из ; 


больше 


Если - > V" ’ 

” <Ч > 

ко по определению грани (с.69, с.39) 

П?2 

значит в случае (II) возможны два подслучая 
п - 2, п = 2> 
Аналогично, если 


то 


6 < Ч =7 


5-3. 


т.к. из определения клетки следует, что Ъъ% 
При (І3 1 ) из (9) получаем, чю 3 » любое 


( 8 ) 

(9) 

( 10 ) 

(11) 

( 12 ) 
Ш 
Ч14) 
<15$ 



Г из Ч9) получаем,''ч'і5 3 - любое, т.е. многогранник 
состоит из з двуугольников о 'общими вершинами 

Моделью такого многограйника в Е л яв ШёШ. 
©фера с двуугольниками, имеющими общую 
пианы, объединение которых зайолняет сферу 
(,о,43) (апельсин со снятой коркой) 

Л*4/ Vserfl і>*2 * ШУ- 

Аналогами ЩЛ получим из <9), что п -любое 

2 , Ѵп >2 W) 

Тч'е, многогранник состоит из двух п -угольных 
клеток с общими вершинами. Моделью Такого мно¬ 
гогранника является сфера, разбиТАй ОКваТорЮ 
на дбй полушария, с п вершияаМй Ш ѢШі 
экваторе. 

Откинем случаи (13,) и (15, )% 

Тогда в случае (13) из (9)и 6 » ййвдует 

W . 



j,<6<6 6 * 4 % £! ■ 

Итак, в случав (13) возможны лишь значения 
*■ П гЗ ^,*5^5" 

Аналогично, случай (15 д ) дает значения 

• < г 3 Г) = 5, V, 5" 
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(18) 

(19) 

( 20 ) 
(21) 


Тогда формулы (8), (I), (2).. позволят по значениям n j 6 опреде-' 
лить число ребер <х л , граней <х г и вершин соответствующего много- 

гранника /аз(22) 

Отсюда получим, что, кроме (16), (17) возможны не более пяти типов 
простых топологически правильных многогранников, соответствующих 
строчкам таблицы 



n 

£ 


*2 

ОІ 0 

Название 

1. 

3 

3 

6 

4 

4 

тетраэдр 0 

2. 

4 

3 

12 

6 

8 

куб (гексаэдр) Q' 

3. 

3 

4 

12 

8 

6 

октаэдр Q 

4. 

3 

5 

30 

20 

12 

икосаэдр Q * 


5 

3 

30 

12 

20 

додекаэдр Q ' 


То, что такие многогранники действительно существуют, докажем 
на.модели в виде метрически правильных многогранников в (с. 76 ). 

Заметим, что если заменить вершины многогранника на грани 

«а = <*о , ы *'- Ы :. ** г °Ч п '-- (23) 

то многогранник (16) , состоящий из 6 двугольников перейдет в 
многогранник U'7), состоящий из двух s -угольных клеток, куб пе¬ 
рейдет в октаэдр, икосаэдр - в додекаэдр. Они будут двойственными 
многогранника'® и теоремы об одних будут переходить в теоремы об 
других. 

б) Топологически правильные_многогранники л _ гомеоморфные_тору 


Если (с*56)многогранник гомеоморфѳн тору, то 




(24) 

и формула (5) дает 

£. + 1. - і 



п 4 6 " 2 

(25) 

т.е. одно из > І 
Есл, 

больше или равно у 


т.е. 34 Y 

(26) 

то поскольку 5 < 6 



оно принимает значения 


6* 

2 , 6*3 , 6»V 

f' 

>• 






( 28 ) 


тогда из (25) соответственно получим , 5 

К = 0=> п-нет , п’ 7 =>ЛгУ - 

„ Если х > 

п' ѵ' 

то добавляется случай 

п=3, 

Итак, для топологически правильных многогранников, гомеоморф- 
ных тору, число вершин п любой Грани и число 5 граней, примыка¬ 
ющих к любой вершине, могут образовывать лишь следующие комбинации 
,)пг6, 2) ”--Ч 3--Ѵ, 3)п=3, § (ЗІ ) 

То, что эти соотношения реализуются, т.е. существуют правиль¬ 
ные клеточные разложения тора со значениями (31), доказывается та¬ 
кими прямоугольниками Пуанкаре (с.67), склейка которых дает много¬ 
гранники, гомеоморфные тору 

Ёй Ё 


§ 2 . Метрически_п£авильные іодгограятіки _ 

Поскольку евклидово пространство является моделью топологиче¬ 
ского пространства, то в нем можно рассматривать модели многогран- 

^гс^ бпределение . Многогранником в £ 3 называется поверхность, со¬ 
стоящая из конечного числа плоских простых многоугольников. 

Определение. Многогранник называется выпуклым, если относитель- 
. но плоскости любой грани все его вершины лежат по одну сторону. 

Напомним некоторые определения из элементарной геометрии. 

Определение . Внутренними точками двугранного угла с осью /, 
образованного двумя полуплоскостями ы Л) j3, с гра¬ 
ницей і , называются точки, которые относитель¬ 
но плоскости ы. , содержащей полуплоскость <*, , 
лежат в том же полупространстве, что и точки по¬ 
луплоскости ji, , и наоборот. 

Следствие .Тем самым выпуклый многогранник лежит внутри каждого 
двугранного угла, образованного полуплоскостями, содержащими смежные 
Грани, для которого осью являемся прямая, содержащая общее ребро 
*тих смежных граней. 

Оплед ление. Линейным'утлом двугранного угла называется плоений 
угод, который получается в сечении двугранного угла с любой плоско¬ 
стью, перпендикулярной его оси. 
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(29) 

(30) 




Определение . Многогранным углом ,5„ {п>2) с вершиной в точке 
S называется поверхность, образованная объединением внутренних 
♦очек плоских углов с вершиной в- точке S и имеющих общие сторо¬ 


ны . _ , п / 

Напомним, что в і } две фигуры F и /* называются конгруэнтны¬ 
ми, если существует движение, переводящее одну в другую. 

Многоугольник называется правильным, если конгруэнтны все его, 
второны И углы^ |_П_|—I 


|_ 


nJlTLT 1 


из 


Многоугольник называется выпуклым, если относительно каждой пря¬ 
мой, содержащей его сторону, все вершины его, не принадлежащие этой 
Стороне, лежат по одну сторону. 

Многогранный угол называется правильным^ если конгруэнтны все 
Іго двугранные угла и все его плоские углы. 

Многогранный угол называется выпуклым, если относительно любой 
СлоекОсти, содержащей его грань, все остальные его точки лежат по 
одну сторону. 

Таким образом, выпуклый многогранный угол лежит внутри каждого 
Своего двугранного угла. 

Определение . Многогранник в £ } называется метрически правильным, 
если I) все грани его -конгруэнтные между собой правильные много - 
угольники; 2) все'многогранные углы его - конгруэнтные меж¬ 
ду собой правильные многогранные углы. 

Замечание I . Тем самым у метрически правильных многогранников: 

1) все ребра конгруэнтны между собой, 

2) все плоские углы конгруэнтны между собой, 

3) все двугранные углы конгруэнтны 4ежду собой. 

Замечание 2 . Метрически правильный многогранник является топо¬ 
логически правильным (с.69). 

Метрически правильные многогранники делятся на выпуклые и не- 
выпуклые: звездчатые. 

Теорема . Для того, чтобы выпуклый многогранник был метрически 
правильным, необходимо и достаточно, чтобы 

1) каждая грань имела одно и то же число вершин 

2) к каждой вершине примыкало одно и то же число граней, 

,3) все ребра были конгруэнтны между собой, 

4) все двугранные углы были конгруэнтны между собой. 

Действительно, необходимость очевидна из замечаний І),2); дока¬ 
жем достаточность.. 73 



Если многогранник - выпуклый, .го каждая грань - выпуклый много¬ 
угольник, а если у двух выпуклых многоугольников одно и то же число 
п вершин и конгруэнтны стороны, то они правильные и конгруэнтны 
между собой (и, значит, все плоские углы конгруэнтны между собой). 

Также в силу выпуклости многогранника будет выпуклым каждый его 
многогранный угол, а два выпуклых многогранных угла, имеющих одно и 
то же число б ребер и конгруэнтные двугранные углы, являются пра¬ 
вильными и конгруэнтными между собой. 


Докажем, что вокруг правильного многогранника (выпуклого) можно' 
описать сферу. , 

Леша.(без доказательства). Перпендикуляры к стопорам утЖ ф 
0,^-- точках О і , С\ , равноудаленных О'Ё' верйй- 
мы С угла 

У’ 1 0,сі =10 г С1 , ДО 

пересекаются в точке С .Принадлежащей угщ 
1 ! ' О * * 0,і'€> £ ; ( 2 ) 

Лемма . Перпендикуляры к сторонам выпуклого* нрйШл-ьного много- 
угольника,- проведанные' их середины, 

/ \ проходят через' 0 . 

A ій \д 3 ДейОФ'Ьй^О'ДвноѴ выпуклый правилъ- 

К / \\чуу . кый мноГоугОиітш!» имеет сторону 

\Ѵ" ь Ѵа/ длтй §& ѵі ti 6ЩШ 

formal f.-k* в ИЩ? йизуклости равные уг- 
■ лн - внутренние , а сумма- внутренних углов мяОГО'уГОДьяика равна 

( 3 ) . 

\6 каждый угол равен ^ n-j л ^ 

Пусть перпендикуляры, проведенные' к еторонай рг 4 лДв их 

серединах fr 1( б г пересекаются в точке' G? 

п ^ № 
Точка U будет лежать относительно прямой (Л,Д)>й <9 «у *'« сторбНфѴ 
что и весь многоугольник. Из элементарных соображений получим 

|OAJ=^ (6) 

(суб,/ = l&e> s l = atcjoc. (7) 
Повторяя те же рассуждения про стороны £д,д г ] и А,], получим, что 
точка пересечкния перпендикуляров к сторонам [A t AJ и (А.ДТчереэ их се¬ 
редины, лежит на первом перпендикуляре.по ту же сторону, что и весь 
многоутолі '.их и на расстоянии | 06 ,І, т.е. совпадает с точкой 0 . 

Повторяя эти рассуждения про три любые соседние стороны, получим 
искомое утверждение. 
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Следствие I. Вокруг правильного выпуклого многоугольника можно 
описать окружность с центром в точке О и радиуса • 

Аналогичным свойством будут обладать и выпуклые правильные мно¬ 
гогранники. 

Теорема . Вокруг выпуклого правильного многогранника можно опи- 

Пусть выпуклый правильный мно 1 - 
гогранник имеет длину ісаждого реб¬ 
ра равную 2 а , плоские углы -рав¬ 
ные 2 ы и дву грани,, г углы -2р 
Рассмотрим две клетки л і и 
примыкающие друг к другу по реб¬ 
ру l>UY| 

Пусть С - середина ребра [#б] 
и О 1у C z - центры этих клеток. 

Тогда перпендикуляры в этих, клетках, проведенные к ребру [йѣ] 
через точку С , пройдут соответственно через точки О, и О г , т.ѳ. 
угол cO t Отбудет лине;' ым углом двугранногб угла, содержащего клет-’ 
ки JT, и , и, значит, 

0,С0г-2? (8) 

Перпендикуляры к клеткам л, и в их центрах Оу 0 г перпендику¬ 
лярны к ($fr) и проходят соответственно через точки 0 и 0, плоскости 
(ОСО,), перпендикулярной к 

(0,С0Л(Ш, О) 

потому принадлежат плоскости (0,CQ) и, значит, пересека’тся 

. ( 10 ) 

Поскольку |0, С , = 10,.СЬ ' (II) 

то в силу леммы точка 0 лежит внутри двугранного угла, образованно¬ 
го клетками л, к л г , т.е. с той же стороны относительно каждой гра¬ 



ни, что и весь многогранник. 

Тогда последовательно рассматривая дО ( СЛ у дОО,С’, л 

|0,С| =atg<*, 100,1 = І0<СІ tap *<хі.сы to. а (12) 

юс^-^, М.1осК а >(иф. .да 

Из (12^,) следует, что перпендикуляры через центры всех клеток к этим 
клеткам проходят через одну точку О . Действительно, рассматривая 


клетку jc, совместно с любой ей смежной клеткой, как с .леткой л А , 
получим, что .очка пересечения любого такого перпендикуляра с 
будет находиться от 0, на расстоянии ( 1* 2 ) и по_Т£ же„сторону, где ле¬ 
жит весь многогранник,т.е. эта точка будет совпадать с точкой■ О. 


75 . 



Аналогично рассуждая про клетку ѵг г , получим, что все перпенди¬ 
куляры к смежным клеткам через их центры пройдут через точку и тл, 

Э силу связности многогранника все такие перпендикуляры пройдут чере* 
точку О . 

Тогда из (13) , ІСАІ - постоянная величина для данного многограц* 
ника. Поскольку А - любая его вершина, то все вершины правильного 
многогранника лежат на сфере с центром в точке О и радиуса I ОАІ . 
Многогранник вписан в эту сферу. 

Следствие !.Проектируя зыпуклый правильный многогранник из центру 
описанной сферы на эту сферу, получим, что он гомеоморфен сфере (т.е, 
является простым-(с.69)),и, значит, как и она имеет порядок связности 
равный нулю О,=0. ( 14 ) 

Следствие 2 . В силу(І4) для выпуклых правильных многогранников 
имеется собственно формула Эйлера 

<*о' : *- І ' г0 Ч = 2 (15) 

Следствие 3 .Выпуклые, метрически правильные многогранники явля¬ 
ются простыми_топологичаски правильными, т:е. (с. 71) их может быть 
не более пяти. 

Доказательство их существования состоит в их предъявлении. 
і§. Существует куб^З ■ 

Рас смолим три одной длины и взаимно перпенди¬ 
кулярные вектора, исходящие из одной точки О 
{ ОА, t ОА г t OAj. . (jg) 

Плоскости (Ofl, АД плоскости, прохо- 

парамелъно плоскостям (ОААДіД* породят куб.. 
Теорема . Существует правильный тетраэдр £3* . 

ъ *- С Пусть Q 6 - куб с вершинами 

А Л) Ь л 0. л Ь л и длиной стороны О. 

Точки А./в.СД) не лежат в одной плоскостщ 
(т.к. прямые (fl^C.toCbDJ лежат в параллельных 
плоскостях ГАВСО/и ^,в;С^)и не параллельны меж¬ 
ду собой). Поэтому они определяют тетраэдр с 
вершинами в них. Этот тетраэдр - правильный в силу теоремы с. 73 т.к. 

1) он выпуклый - как вся:ий тетраэдр*, 

2 ) длины всех сторон равны а/5*. потому равны между собой, и зна¬ 
чит все ребра конгруэнтны, 

3) величины всех двугранных углов равны, т.к. величина линейного 







Теорема. Существует правильный октаэдр/Э. 

Пусть Q* -куб и Е, F J 6, /У, К,I 
центры его граней. Они образуют правиль¬ 
ный октаэдр. Действительно, 
а) Если длина ребра куба равна Q , то 
длина каждого ребра построенного октаэдра 
равна в силу IKGif* ІНМ\ г -г IMG>l i 
величине (18) 

т.ѳ, асе gegp а имеют одну длину, а потому конгруэнтна. 

б) Рассмотрим все двугранные углы одного многогранное,угла, на¬ 
пример, при вершине К -Они получаются один из другого вращением во¬ 
круг (КІ) на углы в 90 й , И 0 С ^ 21 С 1 ’ЗС 0 ° t потому конгруэнтны. 

Вращая окраэдр вокруг других осей, соединяющих центры парал¬ 
лельных граней куба, получим, что все двугранные утлы октаэдра конгру¬ 
энтны. Тогда в силу теоремы с. 73 окраэдр - правильный. 

Перед теоремой о существовании правильного додекаэдра докажем 
две леммы. 

Лемма І .Угол правильного пятиугольника равен ^ 

(19) 

Это прямо следует из того, что сумма внутренних углов любого просто¬ 
го п -угольника равна у ^ - ( П 2 )л 


Лота 3 . -Существуют в пространстве три отрезка, исходящие из од¬ 
ной точки и образующие друг с другом угол в у л . 

Рассмотрю,! векторы ё 1( ё. равной длины I и между котэзыми угол 
о< равен j-Jt и вектор е~ длины I, 
им перпендикулярный, и возьмем их в качест¬ 
ве репера і С . Для него будет 

Щ '• (20) 

Докажем, что существует вектор о ^ 

М = U 1 ё,, (21) 

наклоненный к векторам ё, и € г под тем же углом 

«*=!*. ( 22 ) 

Поскольку вектор й должен быть равнонаклонен к векторам ё, и 
то и его ортогональная проекция на плоскость (О ё ё,) также будет рав¬ 
нонаклоненной к ё, и ё г , т.е. коллинеарна вектору ё, і- . Значит, в 
качестве искомого вектора можно взять ... 3 , 

ure^ruej. (23) 

Тогда чтобы вектор й был наклонен к ё, ё. под углом о< дос чточно, 

чтобы он был наклонен под этим углом к ё, , т.е. 

й ё, = исоъос t и*- й) • (24) 
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откуда / і + сом*) 2 о/и . > 

U 3 = ( ~^г) + (26) 

Значит, остается лишь доказать, что дляправая часть (26) яв¬ 
ляете^ положительной величиной. Обозначим 


тогда -нужно доказать, что ^ ±-х^_ 2(і-х) >О 

, т.е. разделив на 0-х>, что 

( t-x)>2x : => і-х-2х'>0- 

но jc = - соѣ ЮЗ** ііп Ш° , о 

и из 30° следует ііп 18 < іеп 


откуда получаем (29). 

Таким образом, полученные из формулы (26) значения и 3 отлича¬ 
ются лишь знаком, т.е. по одну сторону от плоскости (Ос\ё^ найдется 
лишь один такой отрезок. 

Лемма 3. Все многогранные углы с тремя плоскими углами, равны¬ 
ми j! х конгруэнтны между собой. 

Действительно, отложив На сторонах двух таких многогранных уг- 
' лов повекіорам одной и той-же длины, получим 
^ два репера . у 

А. Ну и amc; _ (32) 

/ (Всегда переименованием векторов ё/и е/ мок-. 
V 1° но даже добиться, чтобы они были одинаково 

р ориентированы). Поскольку при этом 

, r « e &.j (33) 

то существует движение (и даже I рода) которое переведет-первый во 
второй, а именно, которое осуществляется равенством координат отно¬ 
сительно реперов (32): МI О М = зс‘е, —> м '\ О'н'- е' (34) 
ибо тогда в силу (33) , ■ • ' . , 

ІМУГг^ (у 1 - = g tJ (35) 

Теорема . Существует правильный додекаэдр 
Рассмотрим правильный пятиугольник и к каждой его вершине по 
оДну сторону от плоскости пятиугольника пристроим ребро,' о котором 
говорится в лемме, и построим на них правильные пятиугольники. По- 
лучим корзиночку о дном а боковыми гранями 
Ь\-Ѵ> -правильными пятиугольниками. В силу дока- 
StP* зательства теоремы с.75 перпендикуляры к 

7 о этим шести правильным пятиугольникам через 


их центры Q,, ... Об пройдут через одну точку О . Симметрия 

относительно точки О даст вторую корзиночку - крышку, которая и 
дополнит первую до Додекаэдра, гранями которого будут 12 правильных 
пятиугольников. В силу леммы 3 (с.78) все многогранные углы будут 
конгруэнтны и правильны, т.е. полученный додекаэдр- метрически пра¬ 
вильным. 

Следствие . Центры всех граней правильного додекаэдра образуют' 
правильный 20-гранник - икосаэдр^' 0 


Эти многогранники называются Платоновыми телами. 


Как мы много раз видели с геометрией тесно связана теория групп? 
напромним некоторые сведения из нее, которые нам понадобятся. 

§ 3. Элементы_теории групп 

Если группа G ( [II] , с.14) состоит из конечного числа элемен¬ 
тов, то она называется конечной и число ее элементов называется ее 
порядком^ группа, состоящая из бесконечного числа элементов называ¬ 
ется бесконечной. 

Коммутативная группа ([II] , 15) называется абелевой. Для нее 
основная композиция называется сложением и применяется е 
форма записи. 

Для ruZ введем обозначения 
(n>0 q"=Q-& • ..•'О-, 

' = а с Сили е ) где нейтральный элемент 

оР- а* , -а* і ... оГ 

і группы в аддитивной записи 

ѵих=а+а+...*о., • 

пб -Qo , где Q.- нейтральный элемент 

r»a * (-ab(-a).+...+ (-a). 

n** n p 


при 


in>0 I 

іл = 0 

(fuO 


(или для 


При 


(I) 


(2) 


Тогда 


гл 1 4 


(3) . 

(4) 


a' - a - a 

(или для абелевой группы 

ра-ьс^а - ( p+epa. 

Образутацши группы G называются элементы минимальной совокуп¬ 
ности ее элементов 

G,.... ( Q K (5> 

такие, что всякий элемент группы g. является произведением степе¬ 
ней этих элементов, т.е. в силу (I) выражается в виде произведения 
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этих элементов Ъ им обратных о . 

Vg.tQ 3 I (6) 

< Ѵа € Д ЗЛЧ^І ъ-хсч)' < 7 > 

Группа Gi называется пороченной своими образующими.Если обра¬ 
зующих -конечное число, то группа называется конечно порожденной. 
Группа, имеющая одну образующую О. 

VgeCi %-0. к (8) 

< t А %:*&) (9) 

называется 'чпслической группой H(G), порожденной элементом (Z. 

Образующие могут удовлетворять соотношенюм 
R(qj зе . ; Q^-e (e=aj (І0) 

(или Л АЛ'| X (И) 

которые называются соотношениями группы.(Группа определяется с 
точностью до изоморфизма своими образующими и соотношениями({2С£с337) 
В частности, если циклическая группа имеет соотношение 

G"=e (ѵ naraj, (12) 

то она называется конечной циклической группой порядка п . 

Если для элемента а группы G имеется соотношение (12), то л 
называется порядком элемента CL . 

Если группа не имеет соотношений, то она называется свободной. 
Свободная циклическая группа обозначается , она изоморфна груп- 
' пе целых чисел. 

Прямое произведение групп. Для группы G 1 (О ;) с композицией 

” ~" й(й п ,а г )= а 3 (13) 

и группы 4(6 j с композицией 

К («,«»)* 4» 114) 

пошлым произведением Q ®G*(b случае абелевых групп -прямой сум¬ 
мой G, называется группа G, , являющаяся топологическим про¬ 
изведением (с.18) множеств элементов груш G*, ■ Gj 
' - • " (15) 


■ 5 { 8Са.,Ок), * (16) 

Например, группа параллельных переносов плоскости 

a^aVo*, <и) 

является проииведениѳм групп параллельных переносов двух прямых 

qVqVg*- и і к - (18) 
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§ 4. Гр 2 пга_сакосовмеідений {симметрий}. метрически_ 
правильнах_вы 1 Ц[тслых многоугольников 

Определение. Движение плоскости Е г (пространства £ л ) сохраня¬ 
ющее фигуру Г Bt /в Е л ) называется самосовмещением (симметрией_) 
фигуры F . • 

Множество самосовмещений данной фигуры F образует, очевидно, 
группу преобразований -группу симметрий данной фигуры F 

Определение.Д ля фигуры Ft Ь г точка О называется центром сим¬ 
метрии порядка п г если существует такое n?2 . п*Ѵ что все вращения 
на углы 4£(к*і,...п) вокруг точки О сохраняют фигуру F .. 

Например, для правильного треугольника его центр является цент¬ 
ром его симметрии третьего порядка; для эллипса,- его центр является 
центром симметрии порядка 2. 
Определение . Для фигуры 
F <- Е г . прямая И называется 
осью симметрии, если симметрия 
плоскости £, относительно нее, сохраняет фигуру F (является ее сим¬ 
метрией) . 

Определение. Для фигуры F <• Е ъ точка О и плоскость б называ¬ 
ются соответственно центром и плоскостью ее симметрии, если симмет¬ 
рии пространства относительно них сохраняют фигуру F . 

Для фигуры Г <-fc з прямая £ называется осью ее симметрии порядка 
п , если существует такое пбѴ, что всякое вращение на угол 

ІЛ (к< п, -^вокруг прямой £ сохраняет фигурѵ F . 

Центры, оси и плоскости симметрии фигуры F назыглютея ее элем 
ментами симметрии. 

Рассмотрим выпуклый метрически правильный многоугольник на 
т.е. выпуклый многоугольник,. все стороны а углы которого конгруэнтны. 

Сколько у него симметрий? В салу следствия с.75 вокруг выпукло¬ 
го правильного многоугольника можно описать окружность. Тогда полу¬ 
чим ряд следствий. 

Следствие ІВращенЕЯ на углы 

Я ( . ЧГ- 2 -£ l <« 

вокруг центра этой окружности яеляются симметриями правильного h - 
угольника (Центр описанной около правильного выпуклого многоуголь¬ 
ника окружности является его центром симметрии порядка о ) 




При четном п осями симметрии п -угольника яв¬ 
ляются прямые, соединяющие противоположные вер- 
шикн (диагонали)^ j) и прямые, соединяющие 
середины противоположных сторон (В 




При нечетном п осями симметрии правильного ;п- зггольника являют- 
* ся прямые, соединяющие каждую вершину с серединой 
противоположной стороны. 

Тем самым всякий выпуклый правильный п-уголь¬ 
ник имеет п осей симметрии. 

Таким образом для любого выпуклого правильного Р„ имеются 2п 
сишѳтрий: п вращений вокруг точки О я п отражений относительно 
осей. Есть ли еще у него симметрии? 

Теорема . Выпуклый метрически правильный п -угольник имеет §П 
симметрий. 

В силу приведенных следствий достаточно доказать» что таких 
сишетрнй не более . Симметрия любую вершину переводит в вершину, 
сторону - в сторону. Если она вершину А л 
дит в вершину й- , то в ектора 
ё«-Д~Йг, ё г -А,Д г 



она должна_переводить соответственно л 
Яа* AA-$j 


( 3 ) 


либо в _ 

АА.,, л -р : - ^ . (4) 

інгруэнтные репера ( l*.l r I %'>, Иг> 4 1 е Д е , ■ в г ~ ‘ J 

и или 4,6.1 и (5) 

определяют (с.78) одно и только одно движение, а пар 
2п т.е. симметрий не более 2п . 

Следствие I. Всякое движение определенное реперами и 

{Я-А ] и только такое , является симметрией многоугольника. 

Следствие 2 . Квадрат имеет 8 сн-метрий: 4 вращения вокруг 
\| /| • точки О и 4 отраженія относительно диагоналей 

/\ и прямых, соединяющих середийы противоположных 

сторон. 

Правильный треугольник имеет группу симмет¬ 
рий порядка S: 3 вращения вокруг точки О и 
3 отражения относительно высот. 

Лемма. В ыпуклый метрически правильный многоугольник определяет¬ 
ся тремя соседними своими вершинами. 
п Действительно, тогда в силу леммы с. 

74 определяется центр описанной окруж¬ 
ности и многоугольник восстанавливает¬ 
ся вращением вокруг него. 

Теог^ма,' Если у двух выпуклых правильных многоугольников Р п и 
равно число сторон и равны длины сторон • . 
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то они конгруэнтны 2 п способами - существует Яп движений, переводя- 
/ / щих вервий вот второй. 

Р п / "V **' Возьмем репер 

/ \ ' &}А„ё,«йЛ,в* в Мп1 <7) 

\ и три произвольные^ оооедние 

\ і Л - вершины второго 
1 движения, определяемые реперами _ __ ,, ’ 

&КАІ и 

ftiV.eJ и X'/ А.'.еД^Ак., 
переводит первый мноі’оугольник в ему конгруэнтный, который совпада¬ 
ет, со вторым в силу леммы. 

Теорема. Группа симметрий многоугольника имеет две. образующие. 
Во-первых, очевидно, что всякая симметрия-вращение R t на угол - 

( 10 ) 

получается в результате композиции с вращений/Рда 
угол 2л 

%'-~R (И)' 

Докажем, что существуют такие две симметрии - отражения S c и S K 
композиция которых дает вращение Я, а, значит, и любое Я 4 - 

Будем различать многоугольники с четным числом вершин и с нечет¬ 
ным. Рассмотрим сначала второй случай 

п-2к+1. ( 12 ) 

' ч . Через с- обозначим ось симметрии, прохо- 

\ I » / дящую через вершину Й.- и через S- -отражение 

\ t і * / относительно нее. Тогда 
Ѵ —- "І" \ Л Л S 0 «S* (13) 

является движением І-го рода, т.е. вращением и переводит точкуй 0 в 

т.е. будет вращением R, на угол tp, . 

Докажем, что любое отражение является композицией одного из 
отражений S 0 , напр.шер, 3 0 и вращения Я г . Действительно, 


Таким образо: 

Для четного 
доказательство аналогичное х 


(14) 


точкуЯ іл в й;.к»і» а S c точку Я 1+ , 

, j А*..- 7.3на- 

вращение, совмещающее Я к „ с в^ к ., 

, т.е. 

. : '' 

(15) 

2 с-і. 

(К) 

s t - ° s-. 

(Г) 

n = 2 k. 

(18) 


г образующих - отражений относительно 
’ 4 1 к+1/ яя. 




Следствие .Для квадрата, если обозначить через S , и Т, симмет- 
Ь рии относительно ( 8 ,BJ и (EG,) , то, например, симмет¬ 
рия S относительно (HF) будет равна 

S=VVT*V T 1 . (і9) 



$ 5. Группы симметрий выпуклого правильного многогр анно го угла_ _ 
Пусть имеем выпуклый правильный многогранный угол с вершиной S 

А Ь 

Леша I. Плоскости, проходящие че¬ 
рез биссектрисы плоских углов перпенди¬ 
кулярно к плоскостям этих уллов, пересе- 
^каются по одной прямой ?-оси многогранного 
угла. Доказательство аналогично докаэа/ 
тельству леммы с. 74. 

Лемма 2. Произвольная плоскость S перпендикулярная оси правиль- 
нопо многогранного утла пересекает его по правильному многоугольнику 
Р п . Каждая симметрия многогранного угла индуцирует на плоскости 
<э симметрию этого многоугольника Р„ и обратно, всякая симметрия 
.5 многоугольника Р п индуцирует сидоетрию мно¬ 
гогранного угла 

Следствие I. Выпуклый правильный з-гран- 



ный угол имеет симметрий. 

Следствие 2 . Пусть €,, ^ ,.. .. ё„ - 
/вектора одной длины, идущие по ребрам много¬ 
гранного угла и занумерованные так, вто сосед¬ 
ние ребра имеют соседние номера. Тогда всякое движение, определяемое - 
реперами- . и e K ,e Kt|> ё„_,І (I) 

Е я H"{S (2) 


я только они являются симметриями многогранного угла. 

Следствие 3 . Всякое движение, определяемое репере*™ И и £1' 
является вращением вокруг оси I 

Следствие 4. Всякое, движение, определяемое реперами & и & яв¬ 
ляется отражением относительно плоскости, содержащей ось £ и ось 
соответствующего многоугольника, т.е. при s четном - относительно 
плоскостей, соединяющих противоположные ребра, и относительно плоско¬ 
стей, соединяющих биссектрисы потивоположннх граней, а при нечет¬ 
ном - относительно плоскостей, соединяющих каждое ребро о биссектри¬ 
сой против'полокной грани. 

Демма . Правильный выпуклый* многогранный угол определяется тремя 
Соседними своими ребрами. Доказательство как для леммы с. 82. 


84 . 




Следствие . Боля при движении D три соседние ребра одного вы¬ 
пуклого правильного многогранного утла переходят в три соседние реб¬ 
ра другого, то эти многогранные углы конгруэнтны. Действительно,это 
движение переводит первый угол в ему конгруэнтный, который имеет со 
вторым три общих соседних ребра, а потому с ним совпадает. 

Теорема . Если у двух выпуклых метрически правильных многогран¬ 
ных углов S и 5 конгруэнтны плоские и двугранные углы 

jb о<=ы.' ( 3 ) 

то они конгруэнтны Zs способами. Возьмем 
три соседние ребра первого и построим на 
них равные по длине векторы 


(5) 

( 6 ) 


и такой же длины построим векторы по /ребрам второго угла 

; ё.', ё/,ё;. 

fc,, ё. к &"{ ^ К'.,**.,} КО 

в силу (3), (4) будут равны метрические тензоры 

. 8* e %s (9) 

а потому они. будут определять движение, переводящее в силу преды¬ 
дущего следствия первый многогранный угол во второй. 

§ 6. Гр 2 п пы_сгажетрий_п 2 авильного_вып 2 клого_многогранника_ 
Теорема . Существуют две симметрии для любого пр; зильного вы¬ 
пуклого многогранника, которые переводят один его плоский угол в 
любой другой. 

Пусть __ 

„ ВАС , и * (I) 

два любых плоских угла много¬ 
гранника и точки 
6, А, С , (2) 

являются его вершинечи. 

Рассмотрим вектора _ _ _ 

ё,= А6, ё г =Ас_и = ^ ё'=ЛЗ£ (и e,*D £,$*■*&). (3) 
Возьмем в качестве ё л вектор А к. , исходящий из точки а по ребру, 
соседнему сйТо (но не АС ), а в качестве ё/ - вектор ХІ -со¬ 
седний с Л) 1 ' . 

Поскольку два многогранных угла А и J) конгруэнтны, то кон¬ 
груэнтны и реперы ѵ лИСр>ё$)- Они определя¬ 
ют движение (с. 78), переводящее в силу следствия с.65 многогран- 
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йый угол с вершиной в точке О в многогранный угол с вершиной Л) . 

Докажем,' что каждое из них сохраняет весь многогранник, т.е. яв¬ 
ляется его симметрией. Пусть движение D переведет точку ft в F .До¬ 
кажем, что при этом движении многогранный угол многогранника с вер¬ 
шиной ІЬ перейдет в многогранный угол этого же многогранника с 
вершиной в точке F . Рассмотрим клетку, определяемую точкой А и 
векторами ё, и КРб .... (4> 

и клетку, определяемую точкой ID и векторами <?,' и - клетку 

LID г ... (5) 

Это правильные многоугольники, а потому при движении 1Э , посколь¬ 
ку три точки одного перейдут в три точки другого (с. 82), то они 
совпадут, и потому соседняя точка к ft в нем - вершина М перейдет’ 
в Ы ■ - соседнюю вершину к F . Также соседние вершины Р в клет¬ 
ке (ЛГЪС ..) и Q. в клетке (EDF..) при движении Л) совместятся 

P-Q (6) 

т.е. три соседние ребра, исходное из вершины Р) перейдут в три 
соседние ребра,' исходящие из вершины F , а потому в силу следст¬ 
вия с. 85 многогранный угол 6 переіідет в многогранный угол Г . 

В силу связности многогранника, передвигаясь от клетки к любой 
другой, докажем что любой многогранный угол многогранника перейдет 
в многогранный угол того же многогранника. , 

Следствие . Правильный выпуклый многогранник имеет симметрий в 
два раза больше, чем число его плоских углов, т.е.(с. 69) 

&* г п =2* 0 S -Ѵ«і. (7) 

. § 7. Гр 2 ппа_сю<шетрий_куба 

Число плоских углов у куба равно 6л 4 =24.-Значит, согласно 
предыдущему следствию куб имеет 48 симметрий: 24 сохраняющие ориен¬ 
тацию пространства и 24 меняющие ее. Рассмотрим сначала первые. 

Теорема. Все симметрии куба, не меняющие ориентацию пространст¬ 
ва, являются вращениями относительно некоторых прямых. 

Выделим в кубе любой плоский угол, например, согласно чертежу 
4 1 . Всякий другой плоский угол l L определит одну симметрию , 
сохраняющую ориентацию 'Я; и одну симметрию S t > меняющую ее, и пе¬ 
реводящую L 1 В L і . 

Рассмотрим сначала плоские углы, лежащие в той же грани, что 
а а , т.е. углы і 2, <3, і. 4. Тогда сужение симметрии на вту 
грань А,Н будет вращением вокруг центра 0 , грани А,60,1), и, зна¬ 
чит симмет£іщ „будут_в£адениями £уба_вок 2 Уг_оси^<і^). 

Во. 



Поскольку все пары параллельных граней равноправны, то нужно 
рассмотреть вращения Я 4 -(с;л'6,;)и ю) соответственно вокруг других 

оо ей (0 5 0 4 ), соединяющих центры параллельных граней. 

Они переведут соответственно 



I в ^ , 

Симметрии R L (i- Ь'б'Ѵ будут 

вращениями_к 2 гба вокруг оси/Д/Л . 
.Симметрии будут впа-т 

щениямя куба_врк 2 уг оси 
Тем самым вместе с тождествен¬ 
ным преобразованизм будем иметь 
уже ІО симметрий. 

Дальше рассмотрим симмет¬ 
рии R u и /?,, переводящие 4І 
в углы, соседние но вершине/!, 
Си мметри и в и и Я,. Oyai'S» -Оче¬ 
видно, вращениями_вркруг боль- 
_шрй_дк вонали_^й,0. 


Поскольку все большие диаго¬ 
нали куба равноправна, то рассмотрим вращения относительно других боль¬ 
ших диагонатей: симметрия R вр_ащения_вок£уг диагонали. ( £> t DI 
симметрии- Я 0 . ; fi l6 -вращениярзркруг диагонали (АЯ.) и симметрии R Ul R lS 
- врап,е;щя_вркруг диагонали 0>. &) . Симметрии R. (Ли, ц.. ѵ і8 ) пе¬ 
реведут ітол г. i ви ('l-i&J. Итак, вращения вокруг больших диагона¬ 
лей дадут еще в симметрий. 

Остальные 6 симглетрий являются вращениями вокруг прямых, соеди¬ 
няющих середины противоположных параллельных ребер: /? ( ft -/S, .. .2У) 
соответственно вокруг Переведутъ вЛ 

Следствие . Прямые, соединяющие центры параллельных граней, боль¬ 
шие диагонали и прямые, соединяющие середины параллельных противопо¬ 
ложных ребер являются осями симметрии куба соответственно порядков 
4, 3 и 2. 

Теперь рассмотрим симметрии куба, меняицие ориентацию пространст¬ 
ва- являющиеся движениями 2-го рода. 

А) Симметрии от носит ельно_плоскостей, _соединяющих_ігоотив оположішѳ. 
параллельные_ребра_, -(АА,СС 4 ),(АіВ,СЩ ОЬ л С\йЩ (AibC,D.l 

Ъв>д7. 

Они переведут <. I соответственно в углы Л ,ЛГ,Л2, Л5,Л6,*.3 
и поэтому мы их обозначим 5,^ JW S 11 S 1jr S lt ^ j ( S t переводят <./ Bti ) 

Б) Симметрии относительно плоскостей, параллельных параллельным 
между собой граням (£<*£, (Hf (KLL,K,) t 
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Они переведут угол /.1 в 4. /Э, ±2 ■&. У и поэтому мы их обозначим 
S.,,S a S,. ' 

В) Симметрия относительно_центра 0_ куба_переведет с 1 в 4?о : S Jo 
Следствие . Куб имеет 9 плоскостей симметрии. 


Теорема. Все симметрии куба можно представить в виде композиций 
из трех отражений от плоскостей (й л ЪС&і) л (А,Ъ,е&^ (£GF f GJ 
т.е. через симметрии S. = S Uj S 2 ~S 1Jt S y ~ S, s (I) 

Действительно, непосредственно_видим, что 

‘ 5,=5,-5 л -5,. (2) 

Также в силу следствия с.84 

°ѵ4°Ѵ ’ < з) 

Тем самым для сужения вращений R t на грани куба, перНепдикуляр- 
ные осям вращения, тлеем в каждой грани 2 отражения, которые в си¬ 
лу теоремы с.83 являются образующими всех симметрий квадрата, и мы 
сможем через соответствующие отражения в выразить все вращения 
й (ѵ//<*)и все симметрии 3 ІЬ> 5 г ,5 ѵ ’ и S^S Ui 5, z ,5 v -,5 (< 5 j. 

* Поскольку теперь все симметрии относительно плоскостей выраже¬ 
ны, все большие диагонали будут равноправны, и если мы выразим че¬ 
рез S. S 3 вращение вокруг одной большой диагонали, то также мож¬ 
но будет сделать для любой. Легко видеть, что 

<*> 

Остается выразить вращения в округ (££,),(£ С>,Ь Поскольку они так¬ 
же равноправны, достаточно выразитьодно , напрмер R, 9 . Оно равно 
v R »*S s °s ( - (5) 

Умножая все вращения на одно отражение, напрмер о, , получим 
, и все симметрии 2 -го рода, 

*> 

ГЛАВА ІУ. ГОМОЛОГИИ и гомотопии 
§ I. Гр 2 Ппа_Црлов 2Г линейного комплекса К, 


> сложения по )»od 2 циклов линейного комплекса К л 
Определение . Суммой п простых циклов по гпоі.2 называется их объ¬ 
единение, из которого вынуты открытые ребра, принадлежащие четному 
числу из этих циклов, а также вершины, принадлежащие двум таким реб¬ 
рам. Например, на черяѳжѳ нарисованы простые циклы и их суммы. 


£Z> - 


Суммы простых циклов по ггоо( 2 , очевидно,ассоциативна 

■*» '-гг^л; - 


(i) 




Определение . Суша потіЛ 2 простых циклов называется дшуюм х 
Теорема . Всякий цикл Z линейного комплекса К л мокно представить 
в виде суммы простых циклов без общих ребер. 

Пусть цикл Z является суммой (тог) 2) двух простых циклов 

II (2) 

Они могут иметь общими: I) целые ребра с их концами, 2) изолирован¬ 
ные вершры ? (не являющиеся концами общих ребер) которые назовем узлами. 
//Ѵх. 6„ Бершиіш цикла ? будут 

I N. г з \ / т Р ех типов: I) принадлежащие 

/ ' лишь одному из слагаемых, на- 

/ Л г—) пример г, , 2) являющиеся 
/ ко'нцом общего ребра (Л,-в, J 
' г й,і ^——" / 3) узлы ( f* t ~ b s ) 

Тогда, складывая циклы І л и Л, согласно определению, получим, 
что в сумме г : I) к .вершине I сипа примыкают два ребра одного из 
циклов л ь 2 г , 2) к вершине 2 типа также примыкают лишь два ребра рт^ 
так как общее ребро пропадает (например, к зершіше А г -8^ примыкают 
ребра [Ч г Я 3 ]и[’е>Д0. Есл- цикл 2 не имеет точек 2 типа, то теорема 
очевидна. Если есть точка 2-го типа, то идя от нее (AjjS /З, и й 6 -Д) 
по старым циклам в сторону от общего ребра, мы достигнем через точ¬ 
ки І-го типа либо точки 2-го типа, либо точки 3-го типа, на которой 
замкнется простой цикл , принадлежащий pf и у которого вое ребра 
одинаріш. Если цикл является суммой трех щитов, то доказательство 
повторяется дчя суммы двух первых и третьего. 

Определение .Простые циклы без общих ребер, < умма которых явля¬ 
ется данным циклом 7 , называются его составляющими... 

Определение .Суммой (/^ос( 2)циклов называется сумма всех входя¬ 
щих в них простых циклов. • 

Добавим к множеству циклов данного линейного комплекса еще 
один элемент, назовем его яуль-щіклом и будем обозначать 0^ , и рас¬ 
ширим операцию сложения циклов itwW 2 таким образом, чтобы он был ней-- 
тральным элементом ^ + q ~ % ( 3 ) 

Более того, будем считать, что если сута(тосІ2) каких-либо 
циклов равняется согласно определениям пустому множеству, то она 
равняется нуль циклу z +2 г + ...* &£=* Z,<-Z z + ■■ • *Z K ~ 0 4 _ (4) 


Тогда, очевидно у ^ ^ г, «■ - O t Z, ** г (5) 

Теорема . Множество циклов 2 ,? данного линейного комплекс/; К, об¬ 
разует абелеву группу. Действительно ( (Іі],с.І4) определенная сумма 
дает операцию , ’ * (б) 

.для которой тлеется I)ассоциативность в силу (I), 2) нейтральный 
' элемент 0, в силу (3), 3) для каждого элемента z ему обратный, д 
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именно в силу (5) им будет он сам о (7) * 

4) поскольку определение суммы не зависит от порядка слагаемых, бу¬ 
дет иметься коммутативность и, _ (g\ 

* л, е ♦У#. 

Следствие .В силу (3), (5) каждый ненулевой цикл порождает цикли¬ 
ческую группу 2-го порядка (с.80). 

Напомним, что 2 г - поле вычетов по ипс4 2 состоит из множества 
двух элементов £■• , обозначаемых О и 1 , в котором введены две опе¬ 
рации: сложение по правилу (9) 

и тіножение по правилу ѵ ѵ ѵ ' * ' ✓ ѵ + Г Ч / /тл\ 

• 0-J-C, ОО-О, 1*0 - О, 1-1* f uo ' 

Теорема . Группа 2 циклов линейного комплекса К, является век¬ 
торным пространством над поуіем вычетов по mo^2, если ввести операцию 

zoq «г. —z(W <» 

во пршму v 0 2 -.О г . і'г = г <іг> 

Действительно, в силу (9). (ІО), (12) проверяются аксиомы умноже¬ 
ния на скаляр векторного пространства (|7j, с. 13) 

іы, (&)*--£(£**)-**&)*, -&*♦£>, .ZUfXjii'xA'h (I3) 

Более того, это векторное пространство - конечно мерное ((8],с.7Э 
§ 2. Базис векторного_прост£рнств 2 . _ 

Как известно ([8]с. 73$ в векторном пространстве V вед полемР 
вектора й- называются линейно независимыми, если . 

& с и, * б <=$ о^‘=0 (u4PJ 
и зависимы в противном случав. Векторное пространство называется п- 
мерным, если выполняется аксиома размерности ( [8], с.73): Существует 
г\ линейно независимых векторов ё; . Любые ю»і векторов линейно зависи¬ 
мы. Совокупность любых п линейно независимых векторов ё, наливается ба¬ 
зисом векторного пространства V . Каждый вектор ы е V (2) 
единственным образом разлаеается по данному базису ё,- , т.ѳ, 

•З! о‘еР j 0 = и*ё-. * _ (3) 

Элементы и‘*Р называются координатами вектора й относительно базиса в, 
Тогда определяется изоморфизм между V и Р*Р* ..‘•Р по сложению 
V ~ Р«Р« ,.. *■? (4) 

если в РхРк ... W'f> определить сложение еотѳствѳннш образом (с.80) 

(' к 1 , и*.. и”) + (и\ «I 1 ,..и”) - {иѴу< и *У* .. , jAy") (б) 
где определяется сложением поля Р . 

Посмотрим ках эти общие понятия интерпретируются для векторного 
пространс .а циклов 2(HJ над полем 2^ вычетов по mocj 2, 

В сиду (12? с. 90, (3) о. 69 и (I) получим такое определение. 

* О пгеделегше. Циклы _ (6) 

*90. ' 2 * 



линейно зависимы, если суша некоторых из них дает нуль-цикл,и, зна-, 
чит, линейно независимы, если никакая сумма из них не дает нуль-цикл. 

Также в силу (12) с.90, (3)с.89 и.(3)с,90 цикл £ линейно зави¬ 
сит от циклов (6), если он является суммой (п\^2) некоторых из них. 

Теорема . Максимальное число сильно независимых простых цик¬ 
лов (с.50) линейного комплекса Н 1 ., , л, .. . Z? (7) 

линейно независимы. Действительно, суша никаких циклов из (7)- не мо¬ 
жет дать нуль-цикл (8) 

так как различающие их ребра а^. . , Q e , (с.49) входят в эту сумілу 
лишь один раз и поэтому не могут исчезнуть от сложения по rr'xlz. 

Теорема , q, сильно независимые простые циклы (7) линейного ком¬ 
плекса К, образуют базис векторного пространства 2(К,І 

В силу предыдущей теоремы достаточно будет доказать, что любой 
'цикл 2 линейно выражается через циклы (7). В силу определения цикла 
(с.89) и свойству дистрибутивности.(с.90) это достаточно будет дока¬ 
зать для простого цикла z„: J у/б J (9) 

Во-первых, в простой цикл г с обязательно входит хотя бы одно из' 
различающих ребер а ^ _ (ІО) 

циклов (7), ибо в противном случае после изъятия из комплекса K t 
всех различающих ребер (ІО) цикл z 0 целиком .бы входил в этот, остав¬ 
шийся комплекс {CL V ,сЦ , (II) 

и, значит, из него можно было бы вынуть любое открытое его ребро 
Q^ T1 без уве. ичения числа компонент К л , Но в с мщу теоремы с. 50 
комплекс К“ имеет столько же компонент, что и К, , з' ачит, комплекс 
КГ = К'\ a t T r1 - (12) 

имеет столько же компонент, что и К, ; что противоречат тому, что 
в силу теоремы с. 50 порядок связности исходного комплекса ^равен 
Затем рассмотрим цикл 

- £ [ & гі » если Р еб Р° ВХ °Д И * в г„, 

' * ^ де ( І'-о если Q* не входит в 2 Ц . 

Докажем, что цикл z является куль-циклом 


МяЗЬ+еЪ * 0 9 «-ч. і (Ш 

В противном случае, поскольку в нем все различающие ребра Q K сокра¬ 
тились, они в него не входили, и, значит, не входили бы в составля- • 
ющие (с.89) его простые циклы, что противоречит тому, что мы только 
что доказали, что во всякий простой цикл комплекса К, должно входить 
по крайней м°ре одно из различающих ребер (10). Тогда в силу(5)с.89 

V-S*?* 2 

Следствие .Векторное пространство/ 
комплекса К, имеет размерность п равную его порядку связности 

р,(К,) -% (І6 ^ 91. 


(15) 

данного линейного 


Следствие. В силу (4) с. 90 и (Ш>) с. 91 векторное пространство 
^^зоморфно декартовому произведению 

І( К,) - (і?) 

іе.Базис циклов линейного комплекса К|, состоящий из 


не люоои 

Л 


его сильно независимых циклов, называется сильным базисом. 

Не любой базис является сильным. Например, рассмотрим нарисован¬ 
ный линейный комплекс, по теореме Эйдэра (с.51) мож¬ 
но определить порядок его связности 
<* а -6у, =9, Рс= і =?■ p,(Kj = у (18) 

Значит, базис состоит из .четырех линейно независимых циклов. Циклы 
Z 2 t -і > '*2*- легко видеть, линейно независимы, и, зна¬ 

чит, образуют базис, однако, не -сильный, ибо • 
например, цикл <? у не имеет различающего реб¬ 
ра :все его ребра входят в циклы 
Однако, согласно теореме с.50 можно указать и сильный базис этого 

комплекса, например, нарисованный на треть¬ 
ем рисунке, где символом ~ обозначены раз- 
дичающие ребра циклов этого сильного базиса. 




С клеточным разложением К йоверхности (компактной поверхности 
и конечным клеточным разложением ее) до сих пор мы связывали два ли¬ 
нейных комплекса: линейный комплекс К л , состоящий из ребер и вер¬ 
шин этого клеточного разложения (его остов (с.39 ) и линейный комп¬ 

лекс К* , который можно вынуть из поверхности V без нарушения ее 
связности (с.52 ). 

Как мы видели (с.54 ) порядок связности второго <£. (число ли¬ 
нейно независимых его циклов) не зависит от исходного клеточного раз¬ 
ложения поверхности и является инвариантом поверхности. 

Первый же линейный комплекс Hi сильнее зависит от клеточного 
разложения и его порядок связности р, (Hj не является топологическим 
инвариантом поверхности V . Однако, пространство /^циклов комп- 
лнкса К, можно факторизовать таким образом, что получим пространство 
Н,(Ѵ)( группу Бетти) - фактор-группу^,] по некоторой эквивалентности 
(М, с. 13). которая не будет зависеть от исходного клеточного раз¬ 
ложения. _§ 3. Факто£-гр^тща_и_(^акто£-пространство_ 

. Поскольку,^)- группа и х же векторное пространство, то ее факто¬ 
ризацию дает фактор-группа и фактор-пространство, которые определяются 
по. любой "•'дгруппе Н 0 ([7],с.П7) и любому векторному-подпространству 
ѴѴ 0 ([8].с. 76). Напомним некотррые сведения из алгебры, которые будем 
формулировать сразу для абелевой группы и,значит, употреблять аддитшь 
кую запас*. 
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1) Чтобы подмножество Н 0 абелевой группа С, было еѳ подгруппой, 
необходимо и достаточно, чтобы для любых двух элементовО, 8 . подмно¬ 
жества Н 0 их разность О, - б принадлежала ему 

V а, £ с а. - Ь с- н„. (I) 

2) Определение .Если абелева группа G тлеет подгруппу И^ ,то смеж¬ 
ным классом К’, по этой подгруппе называется множество сумм фиксирован¬ 
ного элемента О ,*'6 іСо всеми элементами подгруппы, он обозначается . 

Н, '-Ц,г Н 0 (2) 

3) Смежные классы группы"" С-, по ее подгруппе 

' И 0 н,, н к .. (3) 

разбивают группу Оі , т.е. 

О’Н, -G, ii t OH (4) 

4) Для того, чтобы элементы о. и 6 группы оі принадлежали од- 
ному ее смежному классу W t по подгруппа Н 0 , необходимо и достаточ¬ 
но, чтобы их разность е,-с принадлежала подгруппе,Н и 

VH t - |c.,q«H v 2=> а - 8 t H w (6) 

5) Множество С,\ , элементами которого являются смежные клас¬ 

сы (3) группы G по ее подгруппе Н 4 является группой с композицией 

(CnHjT(grHJ = CO-rC^Ho (S) 

и называется фактор-группой группы Сі по и 0 . 

6) Нейтральным элементом вСі/н 0 является подгруппа Н 0 

H/Hj-'H, (7) 

' 7) Если Ь^Ц и. ч , Л ) , Н/Н/Н 4 <-^ (h, + h z )bHo. (6) 

3) Отношение в Q* G, , в котором находятся два любых элемента 
одного смежного класса ’ѵ является эквивалентностью ( [III с.12), и 
значит, факторизация по подгруппе - 'факторизация по эквивалентности. 

9) Если группа 6і -конечная: имеет R элементов, а подгруппа Н 0 
- г элементов, то фактор-группаС,/ц ь имеет у> элементов, где ^ 

10) Если группа С\ является векторным пространством Ѵ( [8],с.72) 
над полем Р , то для того, чтобы подмножество W 0 пространства V бы¬ 
ло подпространством, необходим^ и достаточно, чтобы 

и) Ѵй,6 е Ѵѵ' а =» Q -ё _ (10) 

5) VatW 0j v^tP =ч> featWj. (ID 

11) Если группа Gi _ является R -мерным векторным пространством 
\/ над полем Р , a W v - его г а -мерное подпространство ([8] ,с. 

76), то 'фактор-группа V'/w'j является векторным пространством размер¬ 
ности r=R-r a _ (12) 

над тем же по "ем Р и называется (фактор-пространством V по ѵѴ 0 . 
Смежные классы W'. подпространства W s называются плоскостями. 

12) Если ѴѴ>' - смежные классы фактор-пространства V/ w 0 и 

ic«W f TO для того, чтобы было ^ (13) 
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необходимо И достаточно, чтобы XxS - fc Wo. (14") 

- 13) Таким образом, чтобы доказать, что V/ ѵѴ ц имеет размерность 

г достаточно предъявить г элементов иг группы V таких, что 

&=*> < І5 > 

где Ор - нейтральный элемент поля Р по сложению, и 

Ѵаг*\/ 3 44 РI аг- 4‘Ц, 6 Ч ■ (І6> 



Итак, отыскание фактор-пространства пространства циклов %[К Л ) 
сводится к отысканию его подпространства. , 

§ 4. Циклы,„гомологичные щг/ро_ 

Как мы видели (с.43) простые циклы клеточного разложения К по- 
црхности V делятся на несущественные и существенные в зависимости 
от тоге, разрез по ним нарушает связность поверхности V или нет. 

В случае несущественного 
цикла z поверхность V после 
разреза по нему распадается на 
две поверхности с краем Ѵ л я Ѵ £ , 
для каждой из которых z стано¬ 
вится краем. 

Как ѳто деление распространить разумным образом на циклы (с.89): 
Ьуммы простых циклов? Бели буквально перенести принцип деления про¬ 
стых циклов, то нужно рассмотреть во-первых, руществѳнные _дшиш яг - 
разрезы по которым не нарушают связность поверхности V , т.е.если . 
цикл . д состоит из п, составляющих (с.89) простых независимых цик¬ 
лов (I) 

то все эти составляющие простые циклы существенные, и, значит, 

n.itj, ^ (2) 

и разрез (с. 62) по всем ним, удваивая их, даст поверхность V с г кра¬ 
ями п,&г*2п и ’ (3) 

которыми являются оба экземпляра этих циклов. Например, если на торе 

. — рассмотреть цикл, состоящий ив сушы меридиана и 

параллели Z~Z,^Z i (4) 

ѵ рл- У то разрез по нему даст квадрат - ойя8нооть не на¬ 
рушится, Такой существенный гикл можно названъ существенным циклом 
п, порядка. 

Теперь перейдем к циклу z , разрез по которому разбивает по¬ 
верхность, на несколько кусков. Рассмотрим две группы из них У, и V* 
Каждая из них, например, получилась в результате разрѳва V , т. 
«., грубо говоря, являетоя поверхностью с краем (может быть и несвяс- 
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рой - иметь несколько компонент), и этот край ее, будучи объедине- , 
кием простых циклов, принадлежит исходному циклу Z , но_может_не _ 
исчерпывать его, напр’.імер, если цикл х является объединением суще¬ 
ственного и несущественного цикла тора: меридиана и несущественного 
простого цикла . После разреза по циклу X 
связность нарушится: получим две поверхности с 
краем: боковая поверхность цилиндра с вырезанный 
кружочком и диск, но это заслуга целіг ом второго 
цикла, первый - не причем, это свойство не всего 
цикла г . ■ 

Таким образом, рхкл_г_ будет обобщать_несуіцественны| ^делящий}, 
простой если_после_раз£еза_по нему полученные куски можно раз- 

делить_на две группы_так,_ что край хаждой_исчердывает_один экземпляр 
всего цикла z . 

Значит, теперь нам нужно выразить математически понятие куска 
поверхности и его края. 

Но еще у нас заботой будет назвать такой интересный цикл. Поа 
скольку мы имеем ввиду получить некоторую подгруппу циклов 8 0 груп¬ 
пы циклов 2Щ и фактор-группу по ней, и, значит, рассматривать экви¬ 
валентность двух циклов как свойство принадлежности одному смежному 
классу этой подгруппы, то т.к. нуль-цикл, принадлежа любой подгруппе, 
будет принадлежать и этой подгруппе £>.,, получим, что элементы под¬ 
группы -это те, которые в этой эквивалентности эквивалентны нуль- 
циклу. Ну а эту эквивалентность французы назвали подобием, похожестью 
( homologie ). Таким образом, наши циклы назыв ются не очень хитро 
- циклами,_грмол огкчныш_ііул ь-риклу (или циклами гомологичными нулю 
для простоты) . Будем это обозначать так: 2 ~ O t (или X ~ 0 ). 

Итак, переходим к формализации, несколько обощив : снятие клеточ¬ 
ного разложения поверхности до двумерного комплекса. 

Определение . Двумерным комплекс ом К_, называется множество 2-кле¬ 
ток таких, что любые две клетки могут иметь самое большее одно общее' 
ребро или одну_общую_верщияу. Клеточное разложение К поверхности яв¬ 
ляется двумерным комплексом, но вообще говоря, 
не наоборот.Множество точек двумерього комплек¬ 
са называется 2-полиэдром.Краем двумерного ком¬ 
плекса называется совокупность его ребер, при¬ 
надлежащих нечетному числу клеток. 

Подкомплексом и соответственно подполиэдром данного комплекса и его 
подиэдра называется подмножество клеток комплекса , само являющее¬ 
ся комплексом и. его полиэдр. 

Определение. Суммой (mod 2) двух подполиэдров Р,,^ полиэдра Р 
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называется их объединение, из которого вынуто пересечение 

Р-Р«*Р* = Р^ЯДР^Р, (5) 

Определение. Цикл 2 на поверхности \/ называется гомологичным 
нулю (правильнее нуль-циклу), если существует клеточное разложение 
поверхности V , в которое он входит и является краем некоторого под¬ 
полиэдра Р этого разложения. Он, очевидно, будет одновременно кра¬ 
ем я для Ѵ\Р . 

Примеры. 

1. Всякий несуществешшй. простой цикл гомологичен нулю, в част¬ 
ности, любой простой никл на сфере гомологичен нулю. 

2. Рассмотрим на сфере нарисованный щікл. Он разобьет сферу на 

три подполиэдра Р, , Р. , Р> (6) 

и будет краем для Р, и Р і * , Заметим, .что Р. не 

будет поверхностью с краем в нашем понимании (с.38), 
т.к. окрестность точки А не гомеоморфна открытому 

Это и вызвало необходимость введения полиэдра. 

Сумма двух пересекающихся циклов z, и г, на орере гомологич¬ 
на нулю. 

4. Поскольку мы имеем ввиду доказать, что 
гомологичные нулю циклы образуют подгруппу, то 
объединение любых простых циклов на сфере будет 
давать цикл гомологичный нулю. 

Не такой очевидной будет ситуация на торе. 

5. На торе сумма (тоо( 2\ двух меридианов г, и 2, гомологична 
' ^ нулю, т.к. делит тор на два полиэдра Р, и, ^ ,для 

которых 2 г 2 /? г являетсг краем. 

6.. На торе сумма двух пересекающихся нарисованных циклов разби- 
ѵ вает тор на три части Р,,Р^, ^ и цикл z*z, *г Л (7) 

) является краем для Р 1 -»Р г и ^ , значит, томоло- 
гичен нулю. 

7. На торе сумма (тосІ2) дв;,х параллелей гомологична нулю. 

8. На торе сумма (}п*(2)параллели я такой деформации меридиана, 
как нарисовано, разбивает тор на_3_компонен- 
ты, однако, ни для одной из них или их суммы 
цикл 2 \?.*,не является краем, значит 2 не гомо¬ 
логичен нулю. 

Н мма 2 тр' х меридианов разбивает тор на 3 компо- 

{ ненты, однако,ни для одной из них 2 не явля- 

___ ется краем, г - не гомологичен нулю. 

.10. На торе сумма трех параллелей не і 
95 . 






II. На кренделе V цикл 1 на пояске гомологичен нулю, т.к. раз¬ 
бивает его поверхность на две компоненты Р, P Zj 
для каждой из которых является краем. 

Замечание . Кёразбивающий (существенный) цикл не гомологичен 
нулю, т.к. чет компоненты поверхности, для которой он является кра¬ 
ем единожды. Поэтому 

12. На торе суша меридиана и параллели не гомологична нулю, 

13. На поверхности кренделя V рассмотрим простые ц,лслы 

/«Гч А, (8) 

/ Тогда a) Z,'Z } ~0 <5) о)*,* 


Замечание. Па при.ерах I, 5, 13 мы видим, что гомологичный нуѳ 
лю цикл монет состоять из одного, двух, трех простых циклов. 

Переходам к центральной теореме о циклах гомологичных нулю, 
утверждающей, что они образуют группу. Для того, чтобы это доказать, 
в силу I) с.93 нужно доказать, что разность двух любых из них гомо¬ 
логична нулю, но поскольку в силу (5) с. 89 каждый цикл совпадает 
со сзоим противоположным, то дело сводится ѵ тому, чтобы доказать • 
следуклцую теорему. 

Теорема . Сумма двух гомологичных нулю циклов поверхности V 
гомологична нулхц 

Пусть циклы Z ( Z, клеточного разложения К поверхности V являют¬ 
ся соответственно краями подполиэдров P tj Р г поверхности V 


op =z, , 'ьР г -г г (9) 

докажем, что сумма их 2) 

2,2,*.г г ( (Ю) 

является краем w для подполиэдра Р поверхности V , который явля¬ 
ется суммой полиэдров R и Р~ (с.95) 

P-P.'fJ-PjUPiXP^P;, => IP- ЬР,тЪР г . (II) 

* Для совпадения я и uf нам нужно доказать два включения 

>) и/ с 2 г) г сю' (12) ■ 


Напомним, что к каждому ребру о. клеточного разложения К по¬ 
верхности V примыкает ровно две грани о< , и схд 

Скачала будем доказывать (12,). Поскольку всякий цикл состоит 
из ребер, это будет равносильно тому, чтобы доказать 

а с w =?• с. с 2 (13) 

, Поскольку Р -подполиэдр поверхности V с клеточным разложе¬ 
нием К , то ребро его края является ребром клеточного разложения/^ 
Поэтому к нему примыкают, две грани и клеточного разложения А 
поверхности V .Так как Р,Р Л) Р -подполиэдры V с клеточным раз- 
ложением К , грани Р являются гранями К . Поскольку О. прилад- 
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лежит краю Р , то прилежащей к а дранью Р может быть только одна 
гранв - одна из граней 

Л Рі <$£>\ р , <*з. гР (14) 

\ \ Р I В силу определения Р (с.95) 

'* -— ^\/ г Р ань 44 1 принадлежит лишь 

одному из подполиэдров , 

ПУС;ГЬ Р, 0<,ср, <*,<?£ (І5) 

Тогда из (І4 2 ) и определения Р (с.95) следует, что в отношении 
принадлежности <х , к В, возможны два случая 

Ь С Р Ъ Ч с р,,. г)« г СР,, Ы;СР г . (І6) 

В первом случае из (15,), (16,) ребро а не принадлежит краю 
а в силу (1-5,) и (16,) принадлежат крав 2 г , а во втором случае наобо- 
рот: і) q cz,,acz 2 2) йсг ь бс'г, ; (17) 

т.е, в обрих случаях в силу определения суммы циклов г=2,*г г (с.88) 
ребро о, входит в эту сумму, т.е,- доказано (13): 

Теперь докажем (12 г ), т.е. 

Ѵа с г =9- а с w: (18) 

Из (18,).по определению суммы циклов ^с.88) следует, что ребро 
а входит в один из слагаемых циклов а,, а г и не входит в другой,пусть 
acz„ ,асг г (19) 

Из (І9 Л ) и (9,) следует, что лишь одна из граней <*,/*;, приле¬ 
жащих к a , принадлежит к Р, , а другая нет, пусть 

ОС, с ft , С* г С ft.; (20) 

Из (І9 2 ) будет следовать, что грани ос,^ либо обе принадлежат P 2j 
либо обе не принадлежат ему . 

• ^ <*і с о< а < ft , 2} «<, cft^ о< г с ft (21) 

В первом случае из (21,) и (20,) следует в рилу определения Р 

о^сР, «* г сР. (22) 

Во втором олучае, напротив, из (2І 2 ) и (20 ) будет следовать 

ос, с Р г с/ г с ft (23) 

т.е. в обоих случаях по определению края* Р (с.95) ребро <3 входит в 
«рай подполиэдра Р :асѵ", т.е. доказано (18), а значит в сочета¬ 
нии с (13) и (12). 

Следствие.С умма любых двух простых циклов на сфере гомологична 
ну лю. следствие .Множество В 0 циклов гоцологичных нулю вместе о нуль- 
цикломО* & o -{z\Z~C if }U0 g : (24) 

(в силу оказанного перед теоремой) образует подгруппу группы циклов^. 

Определение. Эта по дг р упп а называется группой краев клеточного 
разложения К поверхности У. 



Следствие . Группа Е> 0 - абелева, как подгруппа абелевой группы. 

Теорема . Группа й 0 - векторное подпространство. ( [8] ,с. 76) про¬ 
странства циклов Z 

В силу предыдущей теоремы достаточно доказать (с.93), что опера¬ 
ция (25) 

не выводит подгруппу /3 0 из себя.Но это будет следовать из того, что 
0.<Р>С (26> 


О г - О, { 


(27) 


§ 5. Гр2Ппа_Бетти_(гпо^(_2) 

Ь силу § 3 (с. 92) подгруппа & с краев данного клеточного раз¬ 
ложения К поверхности V порождает новую абелеву группу - ддктор- 
группу абелевой группы циклов,?^ этого клеточного разложения по этой 
подгруппе Bjk) Н,(К! *Z(K)/tbJK) <» 

Эта группа называется группой Бетти (или группой гомологии) кле¬ 
точного разложения К поверхности V .(В дальнейшем (с.103 ) мы дока¬ 
жем, что она не зависит от клеточного разложения К , и, значит, ха-‘ 
растеризует лишь саму поверхность V ). 

Согласно определению фактор-группы (с.93) элементами группы Н, 
будут смежные классы по подгруппе В.;: 

ftu. а*... (2) 

Применим к группе Бетти результаты алгебры, изложенные в §3. 

I. Композиция в Hi : Н?* Н, И 1 индуцируется композицией 
т.е. і л . ( г, 6 => а,«-г г t 6^6- (3) 

2. Нейтральным элементом группы Бетти является группа краев ,т.е. 

Ь.т (4) 

3. Для того, чтобы два цикла г , и а г принадлежали одному смежно¬ 
му классу, необходимо и достаточно в силу 4)с.93 и (5) с. 89, чтобы 
их сумма принаделжала (была гомологична нулю), поэтому в силу (3) 

іѴВ^&о <5) • 

т.е. каждый элемент ^группы Бетти совпадает со своим противоположным 

- ІЪ 4 = & t (е) 

Из (4) и (5) следует (с.80), что порядок каждого элемента В>- груп¬ 
пы Н, , отличного от нейтрального равен 2. 

4. В силу того, что группа циклов Z - векторное пространство (с. 
90), а группа В 0 - его подпространство (с.99), то (с.93) группа Бетти 
также являете: векторным пространством над тем же полем вычетов по 
модулю 2, т.е. в нем кроме операции М,(3) определена операция 





( 7 ) 


Н'*2 г -*И,. 

такая, что в силу (12) с. 90 

0 • 8 , - 6 0> = ( 8 ) 

5. Если 6, - размерность группы Бетти как векторного простран¬ 
ства, то в силу (4) с. (90) для нее имеется изоморфизм \ 

Н, - г ;*'~ О) 

т.е. группа Бетти данного клеточного разложения К поверхности V 
по существу определяется своей размерностью <5, . Это число 3, назы¬ 
вается одномерным числом Бетти для данного клеточного разложения К . 

6. Для того, чтобы смежные классы 6 ь как элементы векторно¬ 
го пространства Н, были линейно зависимы, необходимо ѵ достаточно в 
силу (4), (5) чтобы сумма некоторых из них давала группу краев 

в,+ = в 0 (Ю) 

В противном случае они будут линейно независимыми. 

7. Определение . Циклы 

(и) 

называются гомологически линейно зависимыми, если сумма некоторых 
из них принадлежит группе краев (т.е. гомологична нулю) 

JVV - ’ V (12) 

В противном случае циклы (II) называются гомологически линейно неза¬ 
висимыми. 

( Замечание . Поскольку нуль-цикл принадлежит Ѳ с , то линейно за¬ 
висимые циклы (с.90) будут гомологически линейно зависимыми, но, во¬ 
обще говоря, не наоборот. Также гомологически линейно независимые 
циклы будут линейно независимыми, но, вообще говоря, не наоборот.) 

Таким образом, в силу (13) с.94, (3) и (5) с. 89 чтобы- доказать, 
что группа Бетти имеет, размерность (> достаточно предъявить <? го¬ 
мологически линейно независимых циклов 2 ,- таких, что любой цикл z 
клеточного разложения поверхности V вместе- с ними образуют гомоло¬ 
гически линейно зависимые циклы. 

§ 6. Числа Бетти 

Для того, чтобы доказать, что группа Бетти клеточного разложе¬ 
ния К поверхности V по существу не зависит от клеточного разложе¬ 
ния, достаточно в силу изоморфизма (9) с. 100 доказать, что ее раз¬ 
мерность, т.е. одномерное число Бетти S t не зависит от клеточного 
разложения К , и, значит, является топологическим инвариантом по¬ 
верхности V . Но у компактной поверхности, как мы знаем (с.64) име¬ 
ются лишь два инварианта: ориентируемость (или неориентируемость) и 
порядок связности q, . Значит, нам нужно доказать, что одномерное 
число Бетти 8 t зависит лишь от них. Оказывается даже, что оно за- 
100 . 




висит только от порядка связности. Докажем это для ориентируемой по¬ 
верхности. 

Теорема . Одномерное число Бетти любого клеточного разложения К 
ориентируемой поверхности V равняется порядку ее связности 

ѵ < и 

Пусть ориентируемая поверхность V имеет порядок связности С^, 

(с. 54). Поскольку он не зависит от клеточного разложения К поверх¬ 
ности У , то в силу с.47 число ч£. будет равняться мак имальному 
числу сильно независимых простых циклов этого клеточного разложения 
5Г„ . \ (2) 

одновременный разрез по которым не нарушает связности поверхности V 

Эти циклы и будут циклами, о которых говорилось в конце предыду¬ 
щего параграфа. 

Действительно, во-первых, они гомологически линейно независимы, 
т.к. никакая сумма из них'не разбивает поверхности и, значит,(с.97) 
не может быть гомологичной нулю. 

. Остается доказать, что любой цикл либо сам гомологичен нулю, ли¬ 
бо в сумме с некоторыми из циклов образует цикл гомологичный нулю, 

Б силу теоремы с. 97 для этого достаточно доказать, что любой 
простой tpuyi_ Z 0 , участвующий в образовании цикла Д Либо сам гомо¬ 
логичен нулю, либо в сумме с некоторыми из циклов образует цикл 
гомологичный нулю, т.е. вместе с ними разбивает поверхность V на две 
части, для каждой из которых их совокупность является краем. 

В § 10 (с.68) мы ввдели, что любую ориентируемую поверхность мож¬ 
но рассматривать как Ч к - угольник Пуанкаре с к \ гомеоморфный 
кругу, у которого отождествлены ребра края через одно и в обратном по¬ 
рядке: J- у I и 3,2 и 4, 5 к 7 , 6 и 8,... 4*-2 и 4у< и отожде 

^— і м стеленные ребра соответствую! сильно незави- 

1 [ У симкм существенным циклам (2) поверхности. 

Л V Например, в восьмиугольнике KLMtfPRS 

X А (многоугольнике Пуанкаре, соответствующем 

^*9 кренделю (с.68)) будут соответствоватъ:£Я$] 

4 ■ и 00 и [мі]£Ии CQP] , №]и[ЯО]. 

Поскольку этих сильно независимых циклов также (J, , то достаток 
но будет доказать наще утверждение для них, т.е. считать циклы (2)' 
ребрами соответствующего многоугольника Пуанкаре. 

Простой дикл_ 7 0 на многоугольнике Пуанкаре изобразится линией, 
которая либо не пересекается с краем многоуголъ- 
Го ника, либо может подходить к некоторой точке края 

\ / многоугольника, "исчезать в ней" и появляться 

вновь из соответствующей точки другой его стороны, 

ІОІ. 




изображающей то же ребро (тот же разрез), т.е. будет изображаться 
набором дуг. 

Ь первом случае цикл Х 0 будет целиком лежать внутри многоуголь¬ 
ника Пуанкаре, и, значит, поскольку многоугольник гомеоморфен кругу, 
а рнутренность последнего гомеоморфна евклидовой плоскости (с.6), бу¬ 
дет по теореме Иордана разбивать его на две части, для каждой из кото¬ 
рых будет краем, т.е. сам будет являться циклом, гомологичным нулю. 

Во втором случае, поскольку х 0 - простой цикл: его ребра не 
пересекаются между собой во внутренних точ¬ 
ках, то и эти изображающие цикл z a дуги в 
многоугольнике Пуанкаре не пересекаются мен¬ 
аду собой. 

Поскольку каждая такая дуга делит много¬ 
угольник на две части и эти дуги не пересека¬ 
ются, то они разделят многоугольник на клет¬ 
ки, которые мы будем называть осколками, кра¬ 
ем каждого из'"которых будет совокупность самое большее двух таких 



дуг и части края многоугольника, а каждая какая дуга входит в край 
двух таких осколков. 

Например, в восьмиугольнике Кі^У PQ RS некоторый простой 

цикл і 0 изобразится тремя дугами 

АЬ, 6С и СА. (3) 

Все осколки многоугольника разделим на две части следующим об¬ 
разом. Возьмем два цвета: положительный (со знаком +) и отрицатель¬ 
ный (со знаком -) и покрасим один из этих осколков, например А&мяСК 
в цвет +, соседние с ним осколки ASC /ЪР.Ѵби ACL в цвет-и т.д. 

Затем возьмем любой такой осколок (например, первый АІЪМАСК ) 
и рассмотрим часть какого-нибудь ребра края многоугольника, входящего 
в его край (например, fM&j ). При склеивании многоугольника, обрат¬ 
ном к разрезам, превратившим исходную поверхность V в этот многоуголь¬ 
ник, этот отрезок склеитоя с отрезком другого ребра многоугольника ( ж 
данном случае с (Q&J ).Осколок полученного разбиения многоугольника 
Пуанкаре, в. край которого входит этот второй отрезок, может быть по¬ 
крашен как в положительный, так к в отрицательный цвет (для данного 
примера - в положительный). 

Если осколки, примыкающие к одному такому куску (напркмер, к 

[Мв]-пэвг • . (4) 

окажутся окрашенными одинаково, то это кусок ( [мВ] = [QBJ ) назо¬ 
вем благополучным, а если нет ( например, 

[КС] *[SCJ 

то -неблагрподучдыма, 

102 . 


(5) 



При обратном склеивании многоугольника Пуанкаре в исходную по¬ 
верхность У благополучные кусочки общего края сотрем, а неблагопо¬ 
лучные - сохранил. (Б нашем примере сотрем [М5] - [G6J и осколки I и 
Ш через стертый кусок сольются в одну одинаково окрашенную большую 
клетку Г U щ. ). 

Если кусочек ребра края многоугольника благополучный, то и со¬ 
седний ему по ребру кусочек тоже будет благополучным, т.к. он и со- 
ответстзующкй ему на склееваемом с ним ребре будут краям;, осколков, 
соседних с одинаково окрашенными, а потому между собой также одина¬ 
ково окрашенных. (Так [MJ , №?! являются краями осколка П, окрашенно¬ 
го в отрицательный цвет.). 

Тем самым при склеивании многоугольника в поверхность V ,их 
также надо стереть. Напротив того, кусочек [LC] - [RCJ соседний по реб¬ 
ру к неблагополучному [с<] -[cs] будет также неблагополучным. 

Тем самым благополучие (и соответственно неблагополучие) распро¬ 
странится на все ребро многоугольника, при склеивании все благополуч¬ 
ные ребра будут стерты, а неблагополучные оставлены. 

На нашем примере С іагополучными будут ре"ра (5=7) 

[MYJ =r&PJ, 
а неблагополучными (1=3, 2=4, 6=8) 

[RSJ'UKJ; ОЮ'ОііЛ , 

Сохраним также все дуги, образующие наш цикл 

Тем самым при обратном склеивании многоугольника Пуанкаре в по¬ 
верхность V все грая. .цы между одноцветными осколками будут стерты, 
а все границы между разноцветными сохранены. Зся повер хность разбита 
по цвету на две части, общими краями которых являются наш цикл ? 0 и 
циклы 

ѵ ( У нас г,, 2г., Х 4 . ) (8) 

соответствующие неблагополучным ребрам многоугольника Пуанкаре. 

А это значит по определению (с.95) что их совокупность образует . 
цикл гомологичный нулю 

ѴЛ,,... 2(9) 

Следствие . Для сферы с р ручками одномерное число Бе"ти равняется 

2р. (10) 

Следствие . Группа Бетти Н,(КМ) клеточного разложения К поверх¬ 
ности V не зависит от клеточного разложения К и поэтому называет¬ 
ся группой Бетти поверхности V - Н 1 (V). 

Следствь... Теорема переносится на не ориентируемые поверхности ~ 
поверхности с краем. 

• ЮЗ. 


(6) 

(7) 



Определение. Нульмерным числоО Нетти поверхности V называется 
число ее компонент 8 0 * (П) 

Тогда для поверхности (поверхности с краем) эйлерова характери¬ 
стика равняется в силу (28) с. 55 и (1) с. ІОІ комбинации 

X(V)-S8 e -6, (12) 

§ 7. Гомологичные между собой циклы 

Согласно рассуждениям с. 95 введем следующее определение. 

Определение . Два цикла X,и X, клеточного разложения К поверх¬ 
ности V называются гомологичными (<^qc». 2) # если они принадлежат од¬ 
ному смежному классу ІЬ Ѣ группы циклов 2(К) по подгрупЬе краев £>«. 

Будем обозначать это так 

(I) 

Каждый такой смежный класс н называется классом гомологично¬ 
сти, а отношение в Z *2 , в котором находятся гомологичные между 
собой циклы - гомологичностью клеточного разложения К поверхности V 

Теорема . Гомологичность циклов клеточного разложения К' поверх¬ 
ности V является эквивалентностью' ( [ц], с. 12). 

Теорема очевидна, т.к. принадлежность к одному смежному классу 
группы по любой ее подгруппе является эквивалентностью. 

Следствие I . В силу определения эквивалентности: 

1) каждый цикл гомологичен сам себе 

Z~Z, (2) 

2) гомологичность циклов симметрична 

2,~2 г <=> ( з ) 

’ 3) гомологичность циклов транзитивна 

(4) 

Следствие 2 . Так как группа краев В 0 является одним из классов 

ГОМОЛОГИЧНОСТИ И (5) 

то в силу (4) z (6) 

- всякий цикл гомологичный гомологичному нуль-циклу, сам гомологичен 
нуль-циклу (нулю). 

Следствие 3 . Факторизация группы циклов^ (/^клеточного разложения/^ 
поверхности V по гомологичности циклов ( (ІіЗ , с. 13) дает группу Бет¬ 
ти этого разложения, и, значиі , этой поверхности. 

Теорема. Для того, чтобы два цикла 2, * клеточного разложения К 
поверхнос я V были гомологичны, необходимо н достаточно, чтобы их 
сумма (mod^) была гомологична нулю 

mt 


( 7 ) 



Действительно, в силу (5) с.’93 для того, чтобы циклы Z, и 
принадлежали одному классу гомологичности, необходимо и достаточно, 
чтобы их разность принадлежала группе краев & 0 

1 т - е * ~ О г ( 8 ) 

но для любой группы разность двух элементов есть сумма первого с 
противоположным второму » 

• О) 

а в силу (5) с. 89 

-W (10) 

Тогда из (8) получим 

*,+ 1 ,- 0 , (II) 

Б силу этой теоремы можно дать такое определение гомологичности 
двух циклов ([б], с. 123). 

Определение . Два цикла 2 , и 2 г клеточного разложения К поверх¬ 
ности V называются гомологичными (тоЛ 2) , если их сумма гомологич¬ 
на нулю, т.е. разрез по сумме циклов Z- 2,+2^ разбивает поверхность 
на части, из которых можно скомпоновать две группы, для каждой из ко¬ 
торых цикл z является краем. 


Примеры. 

1) Два любых меридиана тора гомологичны в силу 5.с. 96. 

2) Две любые параллели тора гомологичны между собой в силу 7.с.36 

3) Два цикла 7, и ,нарисованные на торе, гомологичны между со¬ 



бой, т.к. их сумма - цикл 2*2,+2 г разбивает тор на две компоненты V, 
для-каждой из которых эта сумма является краем. 

4) Два любых существенных цикла 2 ѵ 2 г ("параллели") листа Меби- 

t yca гомологичны между собой, т.к. разби¬ 
вают лист на две компоненты V 2j для ко-. 


^ 


5) Для с<Ьеры с 
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торых их сумма является краем, 
ручками два меридиана любой ручки и две па¬ 
раллели люб ій ручки' 
гомологичны между со- 

6) Хотя каждая пр ямая проективной плоскости не нарушает ее связ¬ 
ности (с,45), но две люсые ее прямые 
разбивают все точки, им не принадле - 
жащие на две лунки. ((IlJ, с.99), т.е. 
на проективной плоскости любые две 
прямые дают гомологичные между собой 
циклы. 105. 







7) На сфере любые два цикла гомологичны между собой, т.к. го¬ 
мологичны нулю (с.96). 

Замечание . Два цикла 2, и г, одновременные разрезы по которым не 
'разбивают поверхность V , не являются гомологичными, поскольку их 
сумма не гомологична нулю (с.97). 

Следствие I. Циклы х, и г, , нарисованные на поверхности крен- 
"-'n деля не гомологичны нулю, т.к. их сумма не на- 
рушает связности поверхности V. 

Следствие 2 .Меридиан и параллель тора не гомологичны в силу 12. 



с. 97. 

В § 5 на с. 100 мы ввели понятие гомологически линейно•зависи¬ 
мых циклов z, _ Ц • (12) 

как таких, что сумма ( mod 2) некоторых из них гомологична нулю 

назовем эти последние £' циклов существенно гомологически линейно 
зависимыми. Тогда, если I' циклов существенно гомологически линейно 
зависимы (13), то каждый из них гомологичен сумме остальных'. Напри¬ 
мер, на кренделе 3 цикла (с.97 ) существенно гомологически линей¬ 
но зависимы z,+ '-•*». (14) 

Значит (І5) 

(16) 

+ • (17) 

Поскольку на торе меридиан і л и параллель ? г не гомологичны, 

. а порядок связности тора равен 2 (с.56), т.е. максимальное число S t 
гомологически линейно независимых циклов на нем равно (о. IQI) 2, то 
любой третий цикл ? на торе с циклами Z, и 4 .будет давать три 
гомологически линейно зависимые циклы, т.е. либо,-I)он сам гомологи¬ 
чен нулю, либо 2) гомологичен меридиану, либо 3)гомологичен паралле¬ 
ли, либо 4) гомологичен их сумме 

. 1 ) 2 ~ 0 . а> 2 ) 3 ) 1 + 4 ) + ( і8 ) 

Например, рассмотрим на торе "горизонтальную" пружинку. Разре¬ 
зав, топ по меридиану Z i ж параллели 2 t , получим его многоугольник 

Пуанкаре, в кото- 
г 'і X + \ - \ + \- I меридиан?и па- 
” раллѳль 3!і изобра¬ 

зятся противополож¬ 
ными сторонами, а пружинка совокупностью параллельных отрезков между 
горизонталями, изображающими параллель. Они разобьют прямоугольник 
Пуанкаре на параллелограммы и два крайних треугольника. Вели витков к 
то параллелограммов будет к-і . Покрасим один из этих параллелограм- 
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мов в цвет +, соседние в цвет - и т.д. Если число витков четное_, то 
крайние треугольники будут закрашены в один цвет, и при обратном скле¬ 
ивании прямоугольника в тор ребро сотрем, а все остальные сохра¬ 
ним. Тор распадется на к кусков, из которых можно будет скоыпокиро- 
вать две группы: покрашенные в цвет + и покрашенные в цвет -, для ко¬ 
торых краем будет сумма Z и , т.е. 

(19) 

Если число витков к - нечетно, то крайние треугольники будут 
закрашены в разные цвета, при склеивании прямоугольника Пуанкаре в 
тор ребро придется сохранить и будем иметь 

=> z-it+Zf. ( 20 ), 

Аналогично, если на торе рассмотреть "вертикальную" пружинку, то 
она будет гомологична 
либо меридиану , ' 
либо суше 2,i в 
зависимости от четно¬ 
сти витков. 

§ 8. фундаментальная группа joBepxH^ тти ^группа Пуанкаре^ 



В § I с. 38 мы определили линию на поверхности, как множество 
ее точек, на котором топология поверхности индуцирует одномерное то¬ 
пологическое многообразие (^возможно с краем).Связная линия на поверх¬ 
ности гомеоморфна окружности, связная линия с краем - отрезку. 

В § 3 с.44 мы ограничились линиями на поверхности такими, что 
существует клеточное разложение К поверхности V . для которого они 
являются ломаными из. ребер. Если вершины связной ломаний упорядочить 
так, чтобы соседние вершины принадлежали одному ребру, то линия назы¬ 
вается ориентированной.Непосредственным обобщением ориентированной 
линии является путь. 

Определение . Непрерывный образ ориентированного отрезка называ¬ 
ется путем, начинающимся в образе Я начала отрезка, и заканчивающим-, 
ся в образе ІЪ конца отрезка. 

В том же непрерывном отображении образ противоположного отрезка 
называется обратным путем к первому пути $(і) и обозначаете г g 'fa) ‘ 

Если образы начала и конца .отрезка совпадают, то соответствую¬ 
щий путь называется замкнутымС петлей) СО і 

Определение. Замкнутый путь на поверхности V называется гомотоп¬ 
ным нулю, если его можно непрерывно по V стянуть в точкі .' u> — О, 
Например, на сфере "восьмерка" гомотопна нулю, на торе цикл z 0 

'^5о\ ^-^ гомотопен нулю, меридиан и парал- 

) лель не гомотопны нулю. 



Теорема. Всякий гомотопный нулю цикл - гомологичен.нулю. 
Действительно, если цикл можно стянуть по поверхности V а точ- 
ку, то он ограничивает диск -Z^ , целиком принадлежащий 
V ,т.е. диск имеет краем цикл Z -цикл Z гомологичен 
'' Ѵ ѵ х ”^ нулю. 

Определение . Два пути и % г (1) На V , начинающиеся и кон¬ 

чающиеся в одних и тех же точках, называются гомотоп- 
нши, если можно непрерывно по V один из них дефор- 
у7 ‘_ мировать в другой. ■ 

Очевидно, гомотопность путей, начинающихся и 
кончающихся в двух фиксированных точках А и /3> яв¬ 
ляется эквивалентностью, и значит, на их множестве возможна соответ¬ 
ствующая факторизация. 

Естественным образом введем произведение двух путей у, и 
таких, что конец первого совпадает с началом 
второго - это путь, который является непрерывным об¬ 
разом суммы отрезков - прообразов путей ^ и ^ 

^ таким, что сужение на каждый отрезок дает соответст¬ 
вующий путь. 

В дальнейшем будем рассматривгть пути, начинающиеся и кончаю¬ 
щиеся в одной,и той хе точке поверхности V - 
; петли из точки М 0 , 

Очевидно, что если две петли гомотопны 
СО* ~ 

то произведение первой йа обратную второй гомотопна 

нулю 

' Тогда очевидны теоремы: 

Теорема . Множество петель из одной точки М с ,поверхности V обра¬ 
зуют группу относительно введенного произведения (невсегда абелеву). 

Теопегла . Множество петель из одной точки М 0 поверхности V гомо¬ 
топных нулю образуют подгруппу группы петель. 

Определение . Фактор-группа группы петель из точки М в по подгруп- 




( 2 ) ■ 


j группы 

различных ее точек М 0 и М, изоморфны. 

Действительно, если £ -путь, соединяющий точки 
М 0 и М,, то группы петель точек /Ч в и М, и группы 
гомотопных нулю петель этих точек очевидно свя¬ 
заны зависимостями 
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т.е. соответственно изоморфны между собой, а потому и фактор-группы 
первых по вторым будут изоморфны. 

Поэтому соответствующую группу просто называют фундаментальной 
группой поверхности V . 

Следствие I. Фундаментальная группа сферы состоит из одного 
единственного' элемента, т.к. любой ее замкнутый путь гомотопен нулю. 
Следствие 2 . Поскольку край многоугольника Пуанкаре ориентиру¬ 
емой поверхности рода р- гомотопен нулю, то в 
число соотношений ее фундаментальной группы 
войдет соотношение 

аёсс'8~ 1 сс1с"сі' , ...~е. (4) 

Оказывается, что оно исчерпывает все ее соотношения. 

Следствие 3. В, частности для тора фундаментальная группа имеет 
единственное соотношение 
(<х ■ ййр’Т';€ , (5) 

і J т * е * аі -- ёа. 



и, значит, она является свободной абелевой группой с двумя 


ПРИМЕРНЫЙ РАБОЧИЙ ПЛАН ЛЕКЦИИ ПО РАЗДЕЛУ "ЭЛЕМЕНТЫ ТОПОЛОГИИ" 

I.Общая топология 

2.Теорема Эйлера для поверхности 

3.Ориентируемость поверхности 

4. Классификация замкнутых поверхностей 

5. Правильные многогранники 

6. Группы симметрий выпуклых метрически правильных многогранников 


ПРИМЕРНЫЕ ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАНЯТИЯ ПО РАЗДЕЛУ "ЭЛЕМЕНТЕ ТОПОЛОГИИ" 

I. Топологическое_ппостоянство, открытые и замкнутые множества 

I) Будут ли' открытыми или замкнутыми множествами евклидовой прямой 

следующие множества: а) отрезок - 1 і - б) интервал ( 

в) полуинтервал- 1 } — г)полупрямая без начала—•- 

д) полупрямая с началом —>— -е) совокупность отрезка и интер- 


2) Будут открытыми или замкнутыми те же множества на евклидовой 

плоскости? , 

3) Будут ли на евклидовой плоскости открытыми или замкнутыми следу¬ 
ющие множества: а) полуплоскость с краевой прямой, б) без этой пошлой 
в) круг без края, г) круг с краемъ полоса заключенная между двумя па¬ 
раллельными прямыми, включая эти прямые, е) без этих прямых,ж) с одной 
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из этих прямых и без другой, з) полуполоса 




.омзать, что множество fl топологического пространства Т яв¬ 
ляется открытым тогда и только тогда, когда каждая его точка внутрея- 
кяя. g) Доказать, что для любых множеств 0> топологического простран¬ 
ства Т будет #Ь’в =flUI3. 

6) Доказать, что в группе параллельных переносов евклидовой пло¬ 
скости можно определить топологию аффинного пространства. 

7) Доказать эквивалентность аксиоматик Хаусдорфа и Рисса для то¬ 
пологического пространства. 

8) 0пределить понятия (не только неопределяемые) тополргичеекого 
пространства через неопределяемые понятия аксиоматики Рисса. 

Домашне-? задание 

1) Сформулировать вопросы, аналогичные вопросам 1-3' для евклидова 
пространства и ответить на них. 

2) Доказать, что для любы х множеотв А, 8 пространства Т будет 

3) Доказать, что в группе движений на евклидовой плоскости можно 
определить топологию декартова произведения евклидовой плоскости на 
окружность. 

4) Определить понятия топологического пространства через неопреде¬ 
ляемые понятия аксиоматики Хаусдорфа. 

П.Связные и компактные_мнокества д Непрерывность и гомеоморфизм 

I) Является ли связным на £ г ,кольцо? 2)Является ли оно областью? . 
3) Является ли гиперб ола на Е, ( Е* ) ^ 

4) Дрказать, что если два топологических пространства связны, то 
и их топологическое произведение связно. 

5) Компактен ли на Е г (Е£) крут с краем (без края)? 

6) Компактны ли с точки зрения иидударованной топологии в (£*) 
сфера, эллипсоид, гиперболоид? 

7) Доказать, что если топологическое’пространство Т можно отобра¬ 
зить непрерывнона топологическое пространство Т', то из компактности 

Т следует компактность 7" . 

8. Является ли гомеоморфизмом параллельное проектирование о прямой 
на прямую в одной шюокости. 

9. Является ли гомеоморфизмом центральное проектирование с прямой 
на прямую ей параллельную (не параллельную) в одной плоскости? 

10.Является ли гомеоморфизмом и эквиморфизмом центральное проекти¬ 
рование открытой полусферы из ее центра на плоскость параллельную ее 
диаметральной плоскости? (Указание. Рассмотреть две параллельные пря¬ 
мые на плоскости). 

ПО. 



11) Сохраняет ли гомеоморфизм,связность? 

12) Доказать, что геликоид и катеноид гомеоморфш. 

13) Почему окружность и отрезок не гомеоморфны? (Указание: уда¬ 
ление произвольной точки из окружности не нарушает ее связности). 

14) Почему сфера и тор не гомеоморфны? (Указание: удаление мери¬ 
диана из тора не нарушает его связности). 

Домашнее задание . 

1) Является ли связным множество точек £ г (Е£) внутренних отно¬ 
сительно эллипса, параболы, гиперболы? 

2) Компактны ли окружность, парабола, гипербола на 

3) Доказать, что замкнутое множество компактного топологического 
пространства - компактно. 

4) Доказать гомеоморфизм цилиндра и кольца. 

5) Гомеоморфны ли окружность и восьмерка? 

6) ' Гомеоморфны ли тор и крендель? 


Ш. Классификация пове£хностей_(повеохностей_с_к2аем2 _ 

1) Определить порядок связности линейного комплекса 

2) Определить эйлерову характеристику и порядок связ¬ 
ности а)сферы, б) кольца, в) листа Мебиуса, г) тора, д)про- 
ективной плоскости,е) бутылки Клейна и указать их существенные циклы. 

3) Доказать, что не существуют простые многогранники, все грани 
которых были бы шестиугольными. 

4) Доказать гомеоморфизм тора с одной дыркой и лент, нарисован¬ 
ных на с. 7. (ТГгП 

5) Классифицировать поверхность нарисованной пряжки / У У 

6) Определить симметрии и элементы симметрий правилъ- ! L ~ L 1 
ного тетраэдра. 

Домашнее задание . 

1) Определить порядок связности линейного комплекса 

2) Определить эйлерову характеристику и порядок связ-/ 
ностн а) цилиндра, б) кренделя, и указать их существенные ' 

ЦИКЛЫ." 

3) Доказать, что не существуют правильные многогранники, все 
грани которых семиугольные. 

4) Доказать гомеоморфизм поверхностей 
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5)0пределить симметрии и элементы симметрии правильного октаэдра, 

III. 




О преродавании_геометрии_в_пед 2 гогическом_иноти 2 Уте_ 

Настоящая работа завершает цикл моих методических работ ( [7J- 
). полностью охватывающих программу [26] по геометрии для педаго¬ 
гических институтов. 

Они написаны с единой точки зрения, о которой я и хочу именно 
теперь и написать, так как декларировать и критиковать неизмеримо 
легче, чем предложить нечто конкретное, удовлетворяющее определен¬ 
ным позициям. 

Характер преподавания науки зависит от двух обстоятельств: 

А) состояния самой науки и Б) назначеніи^ ^ели_преподавания. 

А) В итношении современной геометрии первое обстоятельство ха¬ 
рактеризуется тремя особенностями; которыми являются: ' 

А^) 0били6_и_полнота_материала, что с одной стороны затрудняет 
ориентацию в нем, но с другой стороны дает свободу отбора, т.е. при¬ 
водит к необходимости и возможности отбо 2 а_и_оптимальнрй_организа- 
дии материала. 

Ад) Сильное пересечение геометрии с другими разделит' математи¬ 
ки, в частности пересечение различных разделов геометрии между собой, 

' вплоть до взаимного проникновения; Это приводит к возможности и даже 
необходимости при изучении геометрии широкого использования других < 
разделов математики, а также И необходимости объединения преподавания 
различных отделов геометрии в один предмет. 

A^) Третьей особенностью современной геометрии, как и всей мате¬ 
матики, является большой ее выход к приложениям к практике и другим 
разделам науки, что приводит к необходимому уровню строгости. 

• Б) Назначение_преподавания геометрии в педагогическом институте 
определяется следующими задачами: 

Б,,) Расширить геомет£ирский_кру£озо£ будущего учителя математи¬ 
ки, а это значит не только и не столько дать ему дополнительные гео¬ 
метрические знания, околько дать понимание путей развития геометрии; 

В г ) Развить интеллект будущего учителя, т.е. опять же для этого 
важны не.столько сами факты геометрии, сколько логические рассужде¬ 
ния, доказательства, понимание необходимости и даже неизбежности того 
или иного пата; 

Б3) Научить на_своем__П£ше£в_как_надо преподавать геометре - 
методике ее преподавания: как мы будем учить, так в большой степени 
и наши студенты - будущие учителя будут учить своих учеников: свобод¬ 
но и естественно или принудительно и начетнически. 

Наилучшим образом этим особенностям геометрии и назначению ее 
преподавания в педагогическом институте отвечает преподавание, осно- 
П2. 





ванное на сочетании двух принципов: естественности_и_блочности^ В 
чем они заключаются? 

I.Принцип естественности^ Известно, как мы получили свои заповеди: 
Моисей взошел на гору Сион и там нашел скрижали: каменные плиты,.на 
которых были выбиты эти заповеди: не убий, не укради и т.д. В то вре¬ 
мя это было единственно правильной формой воспитания: люди были еще 
настолько дикими, что объяснение нравственности, разут: ">с?и и целе¬ 
сообразности этих заповедей не дало бы того же результа. , что божьи 
указания. Потребовался Лютер и Реформация, приблизившие Bora к. людям, 
он потерял из-за этого некоторый ореол, но стал ближе,т :глее. и понят¬ 
нее людям, стал по существу лишь персонификацией нравственности. 

Также известно, как в средние века ремесленники учили подмасте¬ 
рьев своему ремеслу: сделай так-то и то-то, а кроме того подуй, по¬ 
плюй; известно как лечили: определанные лекарства и процедуры, а кро¬ 
ме того, молитвы и т.д., т.е. нечто приблизительное, среди которого 
было и рациональное ядро - . Это объяснялось двумя причинами:во-первых, 
техника и медицина не были полностью науками, мастера и врачи и сами 
не знали, что и почему ч их рецептах, полученных эмпирическим путем,' 
является существенным, а что посторонним, а зо-зторых, здесь была и 
корысть: нарочно наводили муть, чтобы подольше поэксплуатировать 
М3.0НХ учеников, уменьшить число конкурентов. 

К сожалению в наше время в преподавании геометрии имеются замаш¬ 
ки средневековых мастеров - некоторые профессора обучают геометрии 
как тысячи лет тому назад: вещают, напускают туману, дают указания, 
рассматривают те иля иные вопросы без объяснения ..ричин, доказатель¬ 
ства составляют в виде непонятно каким образом полученной цепочки 
утверждений, да еще в'последнее время появилась мода давать формули¬ 
ровки теорем без доказательства, что уже совсем разруші jt математику, 
превращая ее в сборник рецептов. ' 

Как же надо преподавать геометрию и в частности читать лекции? 
Лекции должны быть естественными. А что это значит? Без сомнения, 
самым естественным изложением является изложение, повторяющее исто¬ 
рическое развитие науки, которое, крнечно, отталкивается от интуицр. 
Но историческое развитие длинное и извилистое, не всегда наилучшее, 
заводящее в тупики, возвращающееся назад и т.д.Однако, существует 
биогенетический закон Геккеля: онтогенез повторяет филогенез- инди¬ 
видуальное развитие организма повторяет в общих,_оснрвных черта: ис¬ 
торическое развитие всего вида. Вот этот онтогенез нам и нужен. Как 
он относится к филогенезу, так преподавание геометрии должно относи¬ 
ться к историческому развитию геометрии, т.е. должно повторять его в 
выпрямленном_, очищенном, основном_виде. Поскольку историческое раз- 
- ІІЗ> 






витие происходило на ©сновании интуиции, то и преподавание должно 
быть таким. 

Лекции должны быть легкими; имитировать импровизацию (за счет 
кропотливой тщательной подготовки). 

Лекции должны быть открытия»? задача лектора осторожно, береж¬ 
но и деликатно провести студентов во этому онтогенетическому пути: 
открыто ставить вопрос о пути и задачах соответствующего предмета, 
обсудить этот вопрос, наметить план к шесте со студентами его осу¬ 
ществлять, также обсуждая план доказательства каждой теоремы. 

Такая подготовка каждого шага обеспечит сознательное усвоение 
материала. На этом пути все будет доказано - бездоказательным утвер¬ 
ждениям не откуда будет взяться. 

Такое изложение является также гарантией от многочисленных прин¬ 
ципиальных ошибок, появляющихся при догматический преподавании (ср. 

(4) ч.П с.8 с (9] с.13; [4] ч.П с.250 с [Іі] с.76; [4] ч.П 0,242 с 
[Іі] с.89; [4І ч.П с.204 с |П] с.26; [4] ч.П с.144 с IIQjc.II; І43 
ч.П с. 347 с [13] с.133; [4] Ч.П с. 165 с [Іі] с.9). 

В связи с этим нужно, поговорить об так называемых синтетических 
и аналитических доказательствах. Без сомнения аналитический метод- 
сйльный метод, но он слепой - для наших целей Б іг1 он ничего не дает. 
Геометрия - это то в математику, что не зависит от аналитического ап¬ 
парата - инвариантная часть математики, ее сущность, ее вершина. Эй¬ 
фория от силы и возможностей аналитического метода давно проила. Сей¬ 
час происходит геометризация всей математики: вся математика по воз¬ 
можности отказывается от аналитического метода и переходит на логиче¬ 
ский, т.е. на тот, который в геометрии называется синтетическая. По¬ 
этому очень грустен неожиданный зигзаг в преподавании геометрій, ког¬ 
да высоконаучным стало считаться принизить геометрию до ее аналитиче¬ 
ских характеристик и ясные короткие геометрические доказательства за¬ 
менять во много раз более длинными и слепыми аналитическими выкладка¬ 
ми (ср.(4] ч.П с. 238 с [12] с.35; [4] Ч.П с. 28 с [9] С.І9; [4] ч.П 
о.268-270 с ОД]с. 68; [4] ч.П с.212-214 о [іі] 0.51; [4] ч.П с.74-75 
о [9] с.106).. 

Особенно недопустимы аналитические определения в геометрии; на¬ 
пример: аффинным {проективный) преобразованием называете* такое пре¬ 
образование, что найдутся две аффинные (проективные) системы коорди¬ 
нат такие, что соответствуй^ з точки относительно них вин одинако¬ 
вые координаты ([4] ч.І о. 105, [4] ч.П С.ЗІ ср. с [9 ] о. 36); слоите* 
отношенк м четырех точек одной прямой называется число, пояучапвееся 
из их координат по такой-то формуле ([4] ч.П о. 44 ор. с (э]с,75); 
изображение называется полным, если к нему можно присоединить изобре¬ 
ти. 



жеяие аффшиэй систем координат такой, что по изображению каждой • 
точки можно достроить изображение ее параллельных проекций на коор¬ 
динатные плоскости < £4} -Ч.П с.144 ср. с [ІО] с. II); две аффинные си¬ 
стем координат на плоскости называются одинаково ориентированными, 
если определитель матрицы перехода координатных векторов положителен 
{|4] ч. I с.4і ср. с [7J с.50). Никакая интуиция не даст этого. 

После.такого преподавания пошляется тоска и ненависть к геомет¬ 
рии - самой красивой и наглядной части математики. 

Здесь .же нужно сказать о степени строгости. Сознательное постро¬ 
ение курса естественно само определит уровень необходим# строгости. 
Строгость всегда должна быть объяснена, излишняя строгость - это фор¬ 
мализм. Строгость нужна не в словах, а в соразмерности курса, в стро¬ 
гости к себе, в том, чтобы все было доказано - математика не нуждает¬ 
ся в бездоказательных утверждениях. Например, совершенно нет необходи¬ 
мости излагать дифференциальную геометрию евклидова пространствами 
топологической основе ( [4]ч.ІІ с.306,с.322), ибо в евклидовом простран¬ 
стве непрерывность прекрасно можно определить и по Коши. 

Конечно, беседы между доказательствами ѵ определениями занимают' 
какое-то время, но оно в 3-4 раза окупается экономией от коротких гео¬ 
метрических доказательств вместо унылой арифметики, а также от спосо¬ 
ба организации материала, который я называю принципом блочности. 

П. Принцип блочности. В старые времена, когда мало строили домов, 
машин, шили одежду, создавали среди прочих и прекрасные дворцы, чудес¬ 
ные машины, красивейшие платья. Теперь, когда строить нужно очень мно¬ 
го домов, машин, ремонтировать их, когда по одежд- не отличишь герцо¬ 
гиню от продавщицы, т.е. все материальное имеет не столько престижное, 
сколько функциональное значение, пришли к всеобщей стандартизации: 
очень тщательно проанализирозав построение любых объект jb , из них вы¬ 
деляют блоки, как можно более крупные, из которых и строят любые вещи 
и при этом получают большую экономию. 

Также и в построении курса геометрии, тщательнейшим образом про¬ 
анализировав весь курс, выделим в нем по возможности наиболее крупные 
блоки, из которых и строим всю теорию. В Этом и заключается одна из 
основных особенностей современной математики. Приведем примеры. 

I) Имеет смысл в аналитической геометрии ([?],[8]) сознательно 
резко разделить аффинные и метрические свойства евклидовой геометрии, 
это повторится и в проективной геометрии при рассмотрени" проективных 
моделей аффинной и евклидовой геометрии ( (9] с.102), в методах изобра¬ 
жений при рассмотрении аффинно-полных и метрически-полных изображений 
( [ІО] с.26,с.41), в основаниях геометрии, когда рассматриваются аксио¬ 
матики проективной, аффинной, евклидовой геометрий ( (і£| о.З, с,5). 

1X5. 





, 2) Очень оправдано введение в аналитической геометрии метрики' 

в общем репере при помощи задания скалярного произведения координат¬ 
ных векторов = , это повторяется в дифференциальной геометрии 

при введении І т ой квадратичной формы поверхности ( [ІЗ] с.95), в мето¬ 
дах изображений - при рассмотрении метрически-полних аксонометриче¬ 
ских изображений ( [ІО] с.47), в топологии - при рассмотрении групп 
симметрий правильных многогранников (с. 85). 

3) Рассмотрение главных направлений кривой 2-го порядка в ана¬ 
литической геометрии как собственных направлений квадратичной (формы 
кривбй относительно метрической квадратичной формы повторяется в диф¬ 
ференциальной геометрии при отыскании главных направлений поверхности 
( [іЗ] с.119) как собственных направлений второй квадратичной формы по¬ 
верхности относительно ее первой формы.(Здесь нужно отметить бессмы¬ 
сленность при наличии второй квадратичной формы поверхности введения 
индикатрисы Дюпена ([4j4.II с.333-334 со. с [ІЗ] с.ІІЭ) ). 

4) Имеет смысл сначала ввести понятие величины ( [Іі] с.38) и 
рассмотреть вопрос об ее измерении, а затем применить его к-измере¬ 
нию длин отрезков ([Іі], с.46), площадей многоугольников, величин уг¬ 
лов ( [І.і] с.54), площадей сферических треугольников ( [I2J с. 41), эй¬ 
леровой характеристики компактной поверхности (с. 56). 

.5) Многие теоремы проективной геометрии имеет смысл ([SJ) сразу 
доказывать для общей размерности п ,а не повторять их для п =1,2,3. 

6) Аксиоматики геометрий Лобачевского и Римана имеет вмысл вво¬ 
дить как продолжения проективной аксиоматики дополнением лишь двух 
аксцом ( [іі] с.83,с.89) причем так, что одна'из них у них общая, и 
тем самым теории их будут сильно пересзкаться. 

7) В силу полноты аксиоматики Лобачевского имеет смысл проверять 
лишь одну ее интерпретацию - например, Клейна (или Пуанкаре),а другие 
например,Пуанкаре ([14] с. 170) (или Клейна) и Бельтрами на псевдосфере 
([І3],с.132) получать из нее биекцией ( [із] , с. 145) .(Кстати, проверка - 
на псевдосфере одной лишь аксиомы о неравенстве треугольника не дока¬ 
зывает интерпретации Бельтрами ([4] ч.П с. 349)). 

Из приведенных примеров видно, что организация материала по блоч¬ 
ному методу и естественное его построение I) дает экономию времени в 
3-4 раза, что позволяет его истратить на более осмысленные беседы о 
путях развития науки и на сообщение дополнительного материала; 2)раэ- 
гружает память от механическото запоминания; 3) сокращает число поня¬ 
тий и доказательств; 4) проясняет и упрощает логические зависимости; 

5) облегч эт доказательства; S) от частого употребления укрепляет ов¬ 
ладение основными вещами -этими блоками. Блочно-естественный метод 
преподавания геометрии дает прекрасные практические результаты. 

ИЗ. 
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